LOSNINGAR TILL TENTAMEN FOR MVE425C
Lordagen den 18 april, 14%° — 18%
1. Berdkna derivatan av foljande funktioner:

(a) 2%

D (2%¢”) = D (2%) €” + 2D (") = 2ze” + 2°¢” = €" (22 + 27)

(22) (cos(?))? (cos(2?))?
_ _D(COS(Iz)) _—51n(x2)D(x2) _ 2zsin(2?) 2z tan(a?)
(cos(z?))? (cos(z2))? (cos(z?))? cos(z?)

1 3r2 +4
D( x3+2x2+1)= D (a* 4222 +1) = S
2vad + 222 + 1 2vad +2x2 + 1



2. Funktionen y = y(z) #r implicit definierad enligt y*z* + y3 + 2? = 2. Bestim
ekvationen for normalen till kurvan i punkten (1/v/2;1).

Ekvationen for normalen i punkten (1/v/2;1) ges av enpunktsformeln enligt
y—1=-1/y'(1/vV2)(z = 1/V2)

Vi maste alltsa berdkna /' (x) vilket vi gor genom att derivera uttrycket implicit.

%(yaﬁ + +x2):@(2)
L (02) + e () + e () =0
L) +yj<2>+£<y3>+%<x2>:o

2uy' v + y*2x + 3y*y + 22 =0
v (2yz® + 3y?) 4+ 2yPr + 20 =0
Y (2y2® + 3y*) = —(2y°x + 2z)
, 2y%w + 2x
T 43y
Inséttning ger nu att y/(1/v/2) = —1/4/2. Normalens ekvation kan darfor skrivas

y—1=—1/y(1 VD@~ 1/V2) < y—1=2—1/V2)

— y—lzx/ix—l — y:\/ﬁx




3. Lat f(x) = —
l‘ —
ter, asymptoter, samt skissa funktionens graf.

. Bestdm funktionens definitionsméangd, lokala extrempunk-

Vi foljer arbetsgangen for kurvkonstruktion:

1. Bestdm definitionsméngd. Vi ser att ndmnaren i funktionen ges av N(z) =
22 — 2, och har dirmed att N(z) =0 <= z = £+/2, vilket innebér att
Dy = {z;z # ++/2}. Randpunkter for D; dr —v/2,/2.

2. Bestam eventuella asymptoter. Vi har mojliga lodriata asymptoter i x =
—+v/2 och /2. Néra dessa beter sig funktionen enligt:

3

. T
lim 5 =00
x—)—\ﬁ+ s —2
. x3
lim 5 = —00
r——y/2 X7 — 2
. x3
lim 5 =00
1’%\/§+ x4 —2
. 3
lim 5 = —00
x—/2 LT — 2

Vi har alltsa lodrata asymptoter i x = —\/5, V2.

Vi undersoker nu sneda asymptoter:

. f(x) . x? . x? . x3
k= lim —%* = lim ——— = lim = lim —————————— =
z—too z—+o00 J}(I‘Q — 2) z—+oo 13 — 2x z—to00 x3<1 — 2/1‘2)
1
= lim —— = 1.

rz—+oo | — 2/%2

m= lim (f(z) —kx)= lim f(z)—2z= lim

— 2z = lim

x3 . 2 —x(2?=2)

r—+o00 r—+o00 r—Fo00 [E2 -2 r—Fo00 [L’2 -2

. 2z . 2
= lim = lim =0
a:—):l:oox2—2 x—>:i:ooaj—2/£lj'

Alltsd y = kx +m = 1o + 0 = = ar en sned asymptot da x — +oo.
3. Kritiska punkter.

;o 3at(a? —2) — a2z 2*(2® —6)
T ~ @

Kritiska punkter ges av 1sningar till f/'(z) =0 < 2%(2? —6) =0 <
x =0 eller z = +£/6.



Vi undersoker tecknet av f/(z) runt punkterna x = —v/6,0,v6. f'(4) =
f'(—=4) = 10/49 > 0 och f'(1) = f'(—=1) = =5 < 0. Alltsa har vi tecken-

véixlingen 4,0, — runt z = —/6 (lokalt maximum),

_707_

runt x = —0

(terasspunkt, ej extrempunkt) och —, 0, + runt = v/6 (lokalt minimum).

4. Teckentabell for f'(x) och f(x). Intressanta punkter och grénsvirden &r:
—00, =6, —v/2,0,/2, /6, 00. Vi anvinder informationen ovan och kom-
pletterar med att f(—v/6) = —3%2/v/2, f(v/6) = 3%/2/4/2 och f(0) = 0.
x —00 —V6 -2 V2 V6 00
fllx) | 1 + |0 — - - - 10 + 11
/() A3 N TN o N T [ ava |




4.Berékna det kortaste avstandet fran origo till kurvan y =

Bl

Betrakta en godtycklig punkt pa kurvan. Den har koordinater (x;1/+/7). Avstan-
det d fran origo (0;0) till (z;1/+/x) fas med hjalp av Pythagoras sats

?=0—-2)*4+(0—-1/vz)? =2>+1/x = f(x)

Minimera nu d genom att minimera f(z). Notera att Dy = (0, 00)

Vi har lim, ,o+ f(2) = oo och lim, , f(x) = co. Funktionen &r deriverbar
i sin definitionsmangd och har darfor inga singuldra punkter och vi gar darfér
vidare och undersoker kritiska punkter.

fl@)=20—-1/22=0 <= 20 =1/2" = 2*=1/2 <= z=1/V2

Vi undersoker tecknet av f’ runt punkten och finner f’(1/2) < 0 och f’(1) > 0.
Funktionsviirdet i den kritiska punkten ges av f(1/4/2) = 3/2%/3. Vi konstruerar
nedanstaende tabell och kan dra slutsatsen att funktionen antar sitt minsta virde

ix=1/v2.

T 0 1/\375 o0
f'(x) - 10 +
flx) oo [N\ [3/2*°] 7| o0

Det kortaste avstandet till punkten ges nu av d = ¢/ f(1/v/2) = v/3/v/2.



5. Undersok, med hjalp av kurvkonstruktion, hur manga reella rétter ekvationen
In(z) + 2z — Cz = 0 har {or olika vérden péa konstanten C.

Vi 16ser ut konstanten C och far C' = In(z)/x + 2. For att bestdmma antalet

reella

rotter konstruerar vi kurvan y = In(x)/x + 2 och underséker hur manga

skirningar den har med linjen y = C for olika vérden pa C'. Vi foljer arbetsgangen
for kurvkonstruktion. Lat f(x) = In(z)/z + 2.

1.

Bestdm definitionsméngd. Eftersom In(x) endast &r definierad for z > 0
sa ar funktionen f ar endast definierad for x > 0. Vi har alltsa att Dy =
{z;x > 0}. Randpunkter fér D; &r alltsa 0.

Bestdm eventuella asymptoter. Vi undersoker vad som hénder da z — 07:

lim In(z)/x+2=[t=1/z] = tlim thn(t ') +2= tlim —tIn(t) +2 = —o0
—00 — 00

z—0t
Alltsa har vi en lodrat asymptot i x = 0.
Vi undersoker nu sneda asymptoter da x — oc:

ke tim 28 g O o g0,

00 T 00 T2

Eftersom potensfunktionen dominerar logaritmen.

m = lim (f(z) — kz) = lim f(z) = Jim -22)

T—00 T—00 r—00 I

+2=0+2=2.

Aterigen eftersom potensfunktionen dominerar logaritmen. Alltsa y = kx +
m = 0x + 2 = 2 &r en sned asymptot da xr — oo.

Kritiska punkter. (f'(z) = 0)
_ 1/z -z —In(x) _1- In(x)

f'(z) . " =0 <= lnrx=1 << zr=¢
Vi undersoker tecknet av f/(x) runt denna punkt och finner att f’(1) =1
och f'(e?) = —1/e*. Alltsa teckenviixling +, 0, — och vi har ett maximum.

Funktionsvérdet i denna punkt ar f(e) = 1/e + 2.

4. Teckentabell for f'(x) och f(x). Intressanta punkter ar: 0,1/e, co.
T 0 e 00
f(x) + 10 - 10
flx) | —oo | S 1/e+2 |\ ]|2

Med informationen i tabellen kan vi nu skissa grafen som ser ut som nedan
och dra foljande slutsats om antalet rétter: om C' > 1/e+2 finns inga rotter,
om C' = 1/e+ 2 finns en rot, om 2 < C' < 1/e + 2 finns tva rotter, och om
C' < 2 finns en rot.
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6. Lat funktionen f(z) = arctan((z — 1)?) med D; = R vara given. Bestim pa
vilka intervall funktionen ar avtagande respektive vixande, samt pa vilka intervall
funktionen ar konvex respektive konkav.

For att bestdmma var funktionen dr avtagande/véxande studerar vi derivatan:

1 C2@-1)
T (@0 V=1

fie) =

Vi ser att derivatan &r noll i = 1 och att f'(z) < 0 for z < 1 och att f'(z) >0
for x > 1.

For att bestdmma var funktionen &r konvex/konkav studerar vi andraderiva-
tan:

) = 214 (x = 1)Y) = 2(z = DAz — 1)* _ 2—6(z — 1)*
(14 (z—1)1)? (14 (z—1))?
):

Vi soker forst punkter dér f”(x) = 0 (som kan vara inflexionspunkter

veoN 2 —6(x—1)*
PO= e
— r=1+1/V3

= (z-1'=1/3 <= z-1==+1/V3

Vi studerar tecknet pa f” runt dessa punkter och finner att f”(0) = —1, f"(1) =2
och f”(2) = —1. Andraderivatan skiftar alltsd tecken runt punkterna och de ar
darfor inflexionspunkter. Vi sammanfattar resultaten i féljande teckentabell:

1-1/v3 1 1+1/v/3
fllx) | —| — — 10 |+ ]+ +
') | =10 + | +|+1]0 -

Alltsa ar funktionen avtagande pa (—oo, 1) och viixande pa (1, 00), samt kon-

vex pa (1 —1/v/3,1+ 1/+/3) och konkav pa (—oo,1 — 1/v/3) U (1 + 1/+/3,00).



7. Se kurslitteraturen.

8. Se kurslitteraturen.



