LOSNINGAR TILL TENTAMEN FOR MVE425C
Lordagen den 21 mars, 830 — 1230
1. Berdkna derivatan av foljande funktioner:
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2. Lat f(z) = 112 Bestédm derivatan f’(x) med hjélp av derivatans definition.

Enligt derivatans definition har vi att
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3. Funktionen y = y(z) #r implicit definierad enligt y?z + y + yz? = 1. Bestim
ekvationen for tangenten till kurvan i punkten (0;1).

Ekvationen for ekvationen i punkten (0;1) ges av enpunktsformeln enligt

y—1=19(0)(z—0)

Vi maéste alltsa berdkna /() vilket vi gbr genom att derivera uttrycket implicit.
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Inséttning ger nu att 3'(0) = —1. Tangentens ekvation kan darfor skrivas

y—1=9y(0)(z—-0) <= y—1= -2 = y=—ax+1.

Figuren nedan visar 16sningen grafiskt.




4. Lat f(z) = In(1 4+ 2%) — In(2z). Bestdm definitionsméngd, eventuella lokala
extrempunkter, asymptoter, samt skissa funktionens graf.

Vi foljer arbetsgangen for kurvkonstruktion:

1. Bestdm definitionsméngd. Vi vet att In(x) bara &r definierad for > 0. For
den forsta termen giller att 22 + 1 > 0 for alla 2, men for den andra giller
att 2z > 0 <= x > 0. Alltsa har vi att Dy = {z;x > 0}. Randpunkt for
D f ar 0.

2. Bestam eventuella asymptoter. Vi har en mojlig lodrat asymptot i x = 0.
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Eftersom 5= — oo da x — 0%.Vi har alltsa en lodrét asymptot i = = 0.

) och undersoker vad som hénder da z — 07

Vi undersoker nu sneda asymptoter:
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Eftersom potensfunktionen dominerar logaritmen.

m = lim (f(x) — kz) = lim f(z) — 0z = lim ln(l/x;_I) =00
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Alltsa existerar ingen sned asymptot da z — oo.

3. Kritiska punkter.
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Kritiska punkter ges av 1sningar till f/(z) =0 <= 2° - 1=0 < =z =
+1. Men endast x = 1 ligger i Dy, alltsa har vi kritisk punkt i z = 1.

Vi undersoker tecknet av f/(z) runt z = 1. f'(1/2) = —6/5 < 0 och f'(2) =
3/10 > 0. Alltsa har vi teckenvixlingen —, 0, 4+ runt z = 1 och dérmed ett
lokalt minimum.



4. Teckentabell for f'(x) och f(x). Intressanta punkter och grénsvirden &r:
07,1, 00. Vi anvander informationen ovan och kompletterar med att

F(1) = —o0.
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Med informationen i tabellen kan vi nu skissa grafen som ser ut som nedan.




5. Undersok, med hjalp av kurvkonstruktion, hur manga reella rétter ekvationen
2% — C2? + 1 = 0 har for olika viirden pa konstanten C'.

Vi loser ut konstanten C' och far C' = (z® 4+ 1)/x*. For att bestimma antalet
reella rotter konstruerar vi kurvan y = (2% + 1)/2% och underséker hur manga
skirningar den har med linjen y = C for olika vérden pa C'. Vi foljer arbetsgangen
for kurvkonstruktion. Lat f(z) = (z® + 1) /2.

1. Bestim definitionsméngd. Funktionen f har nimnare N(z) = 2?. N(x) =
0 <= z =0. Alltsa har vi att Dy = {x;x # 0}. Randpunkter f6r D ar
x = 0.

2. Bestam eventuella asymptoter. Vi har en mojlig lodrat asymptot i x = 0.
Néra denna beter sig funktionen enligt:
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Vi har alltsa en lodrat asymptot i x = 0.
Vi undersoker nu sneda asymptoter:
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Alltsa y = kx +m = 1o + 0 = x &r en sned asymptot da z — +oo.



3. Kritiska punkter. (f'(x) = 0)
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Vi undersoker tecknet av f’(x) runt denna punkt och finner att f/(1) = —1
och f’(2) = 3/4. Alltsa teckenviixling —, 0, + och vi har ett lokalt minimum.
Funktionsviirdet i denna punkt &r f(v/2) = 3/2%/3.

4. Teckentabell for f'(z) och f(x). Intressanta punkter &r: —oo, 0, v/2, c0. Vi
kompletterar ovanstaende med att f'(—1) = 3.
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Med informationen i tabellen kan vi nu skissa grafen som ser ut som nedan
och dra féljande slutsats om antalet rétter: om C > 3/2%° finns tre reella
rétter, om C' = 3/2%3 finns tva reella rotter och om C < 3/2%° finns en
reell rot.




6. Bestam storsta och minsta virde samt eventuella inflexionspunkter for
f(x) = e *sinz med definitionsméngd D; = [0, 27].

Inflexionspunkter dr punkter dar andraderivatan byter tecken. Storsta och mins-
ta virde kan antas i randpunkter, kritiska punkter (f’(z) = 0) och singuldra
punkter. Eftersom funktionen ar kontinuerlig existerar inga singuldra punkter. I
randpunkterna har vi f(0) = f(27) = 0.

For att 16sa uppgiften soker vi nollstéllen till f'(z) och f”(x) samt konstruerar
en teckentabell for f(z), f'(x) och f"(x).

f'(x) =e"cosx —e “sinx = e “(cosx — sinx)

7r
f'(£) =0 <= e *(cosx —sinz) =0 <= cosz =sinx < tanzr =1 < x:Z+n7r

Av dessa nollstéllen ligger x = m/4 och x = 5m/4 i D;. Vi undersoker tecknet
av f'(r) kring dessa och finner att f/(0) = 1 > 0, f/(7/2) = —e~™2 < 0 och
f'(m) = e7™ > 0. Dérmed har vi att z = 7 har teckenvéxling +,0, — (lokalt
maximum) och z = 2 har teckenviixling —,0,+ (lokalt minimum). Vi noterar

att f(m/4) = e ™/1/\/2 och f(5r/4) = —e /1 /\/2.
/' (x) = —e"(cosx —sinx) + e *(—sinz — cosx) = —2e “ cosw

f"(z) =0 <= cosz =0 < z=7/2+nw

Av dessa nollstéllen ligger x = /2 och * = 37/2 1 D;. Vi undersoker tecknet
av f"(z) kring dessa och finner att f”(0) = —2 < 0, f’(7) = 2e7™ > 0 och
f"(27) = —2e72" < 0. Vi noterar att f(n/2) = e~™?2 och f(37/2) = —e=3"/2,

Vi sammanfattar resultaten i nedanstaende teckentabell:
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Fran tabellen kan vi dra slutsatsen att funktionens storsta virde ar f(n/4) =
e~™*/\/2 och minsta virde f(57/4) = —e°"/*//2. Funktionen har inflexions-
punkter i (7/2;e7™/2) och (37/2; —e~3"/2). Figuren nedan visar funktionen gra-
fiskt.
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7. Se kurslitteraturen
8. Se kurslitteraturen



