Losningar for tenta i MVE425 Matematik, del C 2019-03-23 kl. 08:30-12:30

1. (a) Produktregeln ger
1
Dlz*Inz] = D[z*|lnz + 2°D[lnx] = 2xlnz + 2* - — = 2zlnz + 2.
T

Svar: D[z’Inz]=2zlnz + z.

(b) Vi har en sammansatt funktion, sa vi anvénder kedjeregeln:
D[(1+¢e*)?] = 2(1 + **)D[1 + *] = 2(1 + e**)e** D[2x] = 2(1 + e**)e** - 2.
Svar: D[(1 + e*)?] = 4(1 + €2®)e?®.

(¢) Kvotregeln ger

[sin(i’)x)] _ D[sin(3z)](1 + z3) — sin(3z) D[1 + 2?]

1+ a3 (1 + 23)2
_ 3cos(3z)(1 + #*) — sin(3x) - 3z?
B (1+23)2 '
1 3 . 2 .
Svar: D sin(3z) — 3(1 + #7) cos(3x) — 3w sm(Sx).
1+ a3 (14 23)2

2. Lat f(z) = zcosz. Till z-vardet 7 svarar y-virdet f(5) = §cos§ = 5 -0 =0, dvs
tangenten skall ga genom punkten (,0).

Tangentens riktningskoefficient ges av k = f/(7). Vi bestammer dérfér derivatan
f'(z) = D]x]cosx + xDlcosz] = 1 - cosx + z(—sinz) = cosx — zsinz,

och sitter in x = %:

Enpunktsformeln ger oss nu tangentens ekvation i den aktuella punkten:

0mk(e-) o ve-ie-3)

Svar: Tangentens ekvation ar y = —g (x — g)

3. (a) Vihar en kontinuerlig funktion definierad pa ett slutet och begrénsat intervall,
sa det finns garanterat bade ett storsta och ett minsta virde. Dessa finns i
kritiska punkter, i randpunkter, eller i singuldra punkter.

Kritiska punkter: Derivatan ar

o) = Dlnzlr —nzD[z] +-z—-Ihz-1 1-Iz

2 z2 2

sa enda kritiska punkten ges av 1 —Inxz =0, dvs x = e.
Randpunkter: Intervallets dndar, x = 1 och = = €%



Singuldra punkter: Saknas, eftersom derivatan ar definierad pa hela Dy.

Inséttning ger nu f(1) = 21 =0, f(e) = 2¢ =1 och f(e?) = 1“232) =2,
Efterom f(e?) = 2 < &

vardet f(1) =0.

Svar: Storsta virdet ar f(e) = 1 och minsta vérdet ar f(1) = 0.

= f(e) ar storsta véirdet f(e) = ¢ och minsta

(b) I inflexionspunkter véxlar funktionen fran att vara konkav till att vara kon-
vex, eller tvirtom. Andpunkterna kan alltsd inte vara inflexionspunkter, och
eftersom andraderivatan

—1.22—(1—Inz)- 2z —3+2Inx
! - 23

f'(z) =

ar definierad for alla = € (1, €?) kan vi anvianda satsen som kopplar andraderi-
vatan till konvexitet /konkavitet.

Vi far

3
2

3
ff(z)=0 < -342lnz=0 < lnsz & r=e2,

dvs x = e &r en mojlig inflexionspunkt. For att x = e? faktiskt skall vara
en inflexionspunkt maste f”(z) byta tecken dér, vilket vi latt ser att den gor
om vi stoppar in z-viarden pa vardera sidan, och vi far f”(z) < 0 om z < e
och f"(z) >0 om x > ex.

Slutsatsen blir att f &r konkav pa [1,e2], konvex pa [e2, €2], och att z = e? &r
den enda inflexionspunkten.

Svar: Funktionen f ar konkav pa [1,63], konvex pa [63,62], och f har en
inflexionspunkt i x = es.

4. Viborjar med att undersoka funktionens definitionsméangd, som innehaller alla reella
tal dar ndmnaren inte ar noll. Namnarens nollstéllen ges av

1 1
4o +45-8=0 © *4+2r-2=0 < x:—§i Z+2,
dvs z = —2 och x = 1. Har kanske det finns lodrata asymptoter (vi undersoker

strax).

Sneda asymptoter: Funktionen ar en rationell funktion, och eftersom gradtalet i
téljaren ar hogst ett hogre dn gradtalet i ndmnaren kommer funktionen att ha

en (gemensam) sned asymptot da & — 00, och den ges av kvotpolynomet vid

polynomdivision. Utfér vi polynomdivisionen blir kvotpolynomet ¢(x) = ‘”T_l
och restpolynomet r(z) = 2z — 2. Alltsa ér y = xT_l en sned asymptot da z —

400, och polynomdivisionen forenklar funktionen till

(@) 2 —x :13—1+ 20 — 2
x) = = .
42 +4x — 8 4 42 +4x — 8
Lodrdata asymptoter: Enda mojligheterna ar x = —2 och z = 1, och for att under-

sOka gransvirdena for dessa varden underlattar det om vi forst faktoriserar
taljare och ndmnare (vi vet redan ndmnarens nollstéllen):

x—1 2(x —1) x—1 1

&) = s oe-D " 1 Tty




De relevanta gransvardena blir

x—1 1
li = i =—
A )= I T gy T
z—1 1
li = i =
A= T ey =
x—1 1 1
li = i ==
L I T R
x—1 1 1
li = i =-.
S = I T ) T 6
Alltsa ar x = —2 en lodrdt asymptot, medan x = 1 inte ar det.
Kritiska punkter: Vi deriverar f(x):
—1 1
=l gt -
J'(w) 1 20z +2)
-1 1
= D[x T §(x+2)_1] =
1 1
R
De kritiska punkterna ges av
1 1
Z—§(x+2)*2:o & 1-2@+2)7?=0 &

(z+2%-2=0 & z+4+2=4V2 & z=-2+2

Randpunkter: Saknas, och eftersom vi har en sned asymptot behover vi inte rdkna
nagra gransvarden har.

Singuldra punkter: Saknas, eftersom f’(z) ar definierad for alla x € Dy.

Vi kan nu gora upp foljande teckentabell:

r|(—o0)| [-2—-+2 —27| =2t [—2+4++2 1| |(c0)
f(x) + 0| —|(=00)|(=00)| — 0| +|odef.| +
f@)[(=00) | 4] = = BN\ (=00) | (00) [No| =1 + | A fodef. | 7 (c0)
Vi skisserar slutligen kurvan:




Svar: Kurvan har en sned asymptot y = “””T_l da x — 400 och en lodrat asymp-
tot z = —2. Det finns ett lokalt maximum f(—2—v/2) = —2% — ‘/75 och ett lokalt
minimum f(—2+v2) = -3 + ‘/75

5. Vi gor en skiss for att klargora situationen:

S ' Y

skogsmus

2t m —

For att forenkla notationen raknar vi enhetslost i resten av uppgiften.

Antag att skogsmusen befinner sig i origo. Lat x(t) = 6+2t vara vrakens z-koordinat
vid tiden ¢ efter att den borjat flyga, och 1at d(t) vara avstandet mellan skogsmusen
och vraken vid tiden ¢.

Det som efterfragas dr fordndringshastigheten for avstandet vid tiden ¢ = 1, dvs vi
skall bestdmma d'(1).

Med hjéalp av Pythagoras sats far vi
d(t)* = 6% + z(t)* = 36 + (6 + 2t)?,

och implicit derivering (med avseende pa t) ger sedan

D[d(t)’] = D[36 + (6 + 2t)*] <«
2(t)d'(t) =2(6+2t)-2 &

(Det géar naturligtvis dven att 1osa ut d(t) och derivera som vanligt, men det blir
lite besvarligare rakningar.)

1
Eftersom d(1) = /36 + (6 +2)? = 10 blir nu d'(1) = £ = 1.6. (Eftersom d'(1) &r

positiv vixer avstandet.)

Svar: Avstandet vixer med 1.6 m/s

6. Om 22 — 5 = 0 har ekvationen ingen l6sning fér ndgot C, sd vi kan utan vidare 16sa
ut C och fa

.2
el‘

C = )
5 — x2




Genom att skissera kurvan till funktionen

—x? —x?

e e
5—22  (V5+2)(VE—1x)

kan vi se hur manga ganger varje funktionsviarde antas, dvs hur manga x som ger
ett visst C.

Funktionen f &r definierad for alla x # :I:\/g, s& dessa skulle kunna vara lodrata
asymptoter. Detta kontrollerar vi genom att berdkna

()

>0
2
l ¢
im = —00,
esv5~ (VB4 2) (V5 — 1)
—_—
<0 >0
>0
2
I ¢
im = 00,
———
>0 >0
>0
2
I c
im = 00,
ev5” (VB +2) (V5 — 1)
S—_——
>0 >0
>0
2
! ¢
11m = —OQ.
ev5T (VB +2) (V5 — )
0 <0
>

Detta visar att « = /5 ar lodréita asymptoter.
Eftersom lirf f(z) = 0 a&r y = 0 vagrat (sned) asymptot bade dd x — oo och
T—> 00

da x — oo.

Vi soker nu extrempunkter. Derivering med kvotregeln ger

e (=22)(5 — 22) —e " 22

F) = S _
e (DG 1 . i
=2 (5 — x2)? 2 (5 — 22)2’

sa de kritiska punkterna ar x = 0 och x = +2.

Randpunkter saknas, men eftersom vi har asymptoten y = 0 vet vi hur funktionen
uppfor sig for stora positiva och negativa x.

Singuldra punkter saknas, eftersom f &r deriverbar pa hela sin definitionsméngd.
Genom att understka derivatan mellan alla intressanta punkter far vi teckentabellen:
x| (—o0) V5 |-vE" -2 0 2 Vs | VB (00)
f'() — | (=00) | (=0)| =] O]+
f@)| (07)N| (=00) | (00)|N\i]e| 7

Vi skisserar kurvan:

al= O
|
(e

+ +
e 2 (00) | (—00) | /] (07)
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C<0

Svar: Det géller att

e da C < 0 har ekvationen tva loésningar,
e di 0 < C < e * saknar ekvationen losningar,

e di C' = e har ekvationen tva l6sningar,

ddet<C< % har ekvationen fyra losningar,

o da C' = % har ekvationen tre 16sningar, och

da % < (' har ekvationen tva losningar.
7. Se boken, bevisforslagen pa kurshemsidan, eller anteckningarna fran forelasning 3.

8. Se boken, bevisforslagen pa kurshemsidan, eller anteckningarna fran forelésning 2.



