Losningar for tenta i MVE425 Matematik, del C 2019-04-26 kl. 14:00-18:00

1. (a) Produktregeln ger

Dle *(cosx + sinx)|] = D[e”*|(cosz + sinz) + e *D[cosx + sinx] =
= —e “(cosz +sinz) + e “(—sinz + cosz) =

= —2¢ *sinz.

Svar: Dle *(cosz +sinx)] = —2e *sinz.

(b) Vi har en sammansatt funktion, sa vi anvinder kedjeregeln:

. B 1 . Disin(92)] — 2 cos(2x) _ cos(2x)
D[ sm(Zm)}  2,/sin(27) Dlsin(2r)] 24/sin(2z)  +/sin(2x)
cos(2x)

Svar: D[ sin(Zx)]:

V/sin(2z)

(¢) Kvotregeln ger

DFM1+ﬁW D[In(1 + 2?)](1 + 2?) — In(1 + 2*) D[1 + 2?]

1+ 22 (1+ 22)?
_ 1_2:;2 (1+2%) —In(l + 2?) - 22 B
(14 22)2
2z —-In(1+4+2%) -2z  2z(1—In(l+2?))
B (14 22)2 B (14 22)2
2 _ 2
Svar: D In(1 + z*) _ 22(1 — In(1 + 7))
1+ a2 (14 22)?

2. Lat f(x) = In(e” + e~ *). Till z-vardet In2 svarar y-vérdet

1
f(In2) =In(e™? +e %) =1In (2 + 5) = lng =In5—1In2,

dvs tangenten skall g genom punkten (In2,In5 — In 2).

Tangentens riktningskoefficient ges av k = f/(In2). Vi bestdmmer darfor derivatan

er — g%
"(x) = Dln(e” + )] = ————Dle" + e = ———
J'(@) = Din(e” + 7)) = ———Dle" +¢77 = S,
och satter in x = In 2:
eln2 _ o—In2 - y_1 3
f’(1n2): = f = —.

eln2 | g—1In2 2+§:4+1_5
Enpunktsformeln ger oss nu tangentens ekvation i den aktuella punkten:

y—(In5—In2)=Fk(x—In2) < y=Inb—-In2+ g(x—ln2).

8 3
Svar: Tangentens ekvation ar y = In5 — R In2 + gac



3.

(a)

Vi har en kontinuerlig funktion definierad pa ett slutet och begréinsat intervall,
sa det finns garanterat bade ett storsta och ett minsta viarde. Dessa finns i
kritiska punkter, i randpunkter, eller i singuldra punkter.

Eftersom funktionen innehaller ett absolutbelopp delar vi upp i tva fall:

2?+6x+2 omaz>0
fl@)=19 ",
o —12x+2 omx < 0.

Kritiska punkter: Da x # 0 ar derivatan

) = 20+6 omaxz>0
20 — 12 om x <0,

och saknar alltsa nollstéllen (bade x = —3 och z = 6 ligger pa fel sida
brytpunkten, och z = 6 finns inte ens i Dy).
Eftersom lim f'(z) = —12 # lim f'(x) =6 ar f inte deriverbar i x = 0.
z—0— z—0-+
Randpunkter: Intervallets dndar, x = —4 och x = 2.
Singuldra punkter: Vi sag att x = 0 ar en singulér punkt (knappast férvanan-
de, eftersom det &r brytpunkten for absolutbeloppet).
Insdttning ger nu f(—4) = 66, f(0) = 2, och f(2) = 18.
Efterom f(0) = 2 < f(2) = 18 < f(—4) = 66 ar storsta virdet f(—4) = 66
och minsta véirdet f(0) = 2.
Svar: Storsta viardet dr f(—4) = 66 och minsta vardet ar f(0) = 2.
I inflexionspunkter véixlar funktionen fran att vara konkav till att vara konvex,
eller tvartom. Andpunkterna kan alltsé inte vara inflexionspunkter.
Vi har f"(x) =2 da x # 0, sé enligt foljdsatsen till Lagranges medelvardessats
ar f konvex pa bada sidor om x = 0. Eftersom f ar kontinuerlig ar f dérfor
konvex pa hela sin definitionsméngd, dvs pa Dy = [—4, 2].
Svar: Funktionen f édr konvex Overallt och saknar inflexionspunkter.

4. Viborjar med att undersoka funktionens definitionsméngd, som innehaller alla reella

tal ddr namnaren inte ar noll eller odefinierad. Namnarens nollstéllen ges av

2 4+4r+3=0 & x=-24++V/4-3=-24+1.

Hér kanske det finns lodrata asymptoter (vi undersoker strax). Uttrycket under
rottecknet maste dessutom vara storre an noll, dvs

?+4r+3>0 & (z+3)(z+1)>0.

Med forenklad teckentabell ser vi att detta galler for alla x < —3 och alla z > —1.
Funktionens definitionsméngd ar alltsa Dy = (—oo0, —3) U (—1, 00).

Sneda asymptoter: Funktionen ar inte en rationell funktion, sa vi maste undersoka

med den allménna metoden, och far da undersoka fallen x — oo och x — —o0
var for sig.

Fallet x — oo: Vi soker en asymptot pa formen y = kyx + my. Vi far

2
ki = limm: lim < = lim;:
z—oo T v=oo /a2 +4x +3 w0 /a? +4x 43
x x

= lim = lim =

= lim = lim

T 1 _ 1




och

(132

my = lim f(z) — ko= lim —m—ex — 1 =

T—00 T—00 ‘/,I’2+427+3
22— ava? +4x + 3

= lim = [forlang med konjugatet]| =
oo \/x?44x + 3 | & Jugatet
xt — 2% (2? + dx + 3)

= lim =
v—00 \/12 + 4z + 3(2? + zv/x? + 4z + 3)

—4x3 — 322
= lim
w00 p24/a? + 4x + 3 —|—.r(x2+4x—|—3)
. —4x3 — 322
= lim
xﬁoox3,/1+§+x%+x3+4x2+3x
43 —4
= lim = =—=-2

SRGalRY FIEUE SUE TS RV SR B

Alltsa finns en asymptot y =z — 2 da x — oo.
Fallet v — —oo: Vi soker en asymptot pa formen y = kox + mso. Vi far

2
ko = lim /(@) = lim . = lim R
z—co T =00 p\/x? +4x +3  r=-o/r2+4r+3
x _ x
= lim = lim =
T—— oo\/_ 1+ + :c—>—0<>|x| 1+é+i
= lim = lim — -1,
Tr——00 —r )1 + + IQ T—>—00 /1 + + x2
och
22
me = lim f(z) — k= lim —+ 2 =

T——00 z——00 /2 +4x + 3
22+ xvar? + 4z + 3

= lim = [forlang med konjugatet] =

z——00 Va2 +4r +3

ot — 2% (2% + 42 + 3)

. —4x3 — 3?2
= lim -
e=—o0 g2\/2? + 4x + 3 — (2% + 42 + 3)
) —Ax3 — 322
= lim
z—infty m2|x| 14+ 4 _|_ = — g3 — 42?2 - 3z
y —423 — 322
= lim
z—infty _l,g\/m — 3 — 4?2 — 3
443 4
= lim =5=2

e 14t 3 pdy s 2

Alltsa finns en asymptot y = —x + 2 da x — —o0.

Lodrdata asymptoter: Enda mojligheterna ar x = —3 eller x = —1, och for att un-
dersoka gransvardena for dessa virden underldttar det om vi forst faktoriserar



uttrycket under rottecknet (vi vet ju redan dess nollstéllen):

£E2

Ve +3)(z+1)

fz) =

De relevanta gransvéirdena blir

2

x
lim r)= lim = 00,
T——3" f( ) T——3" \/(gj + 3)(:[; -+ 1)
och
72
lim f(x)= lim =
rz——11 f( ) z——11 \/(gj + 3)(1‘ + 1)
Alltsé &r bade x = —3 och z = —1 lodrédta asymptoter. (Gréansvirdena fran

"andra hallet” finns inte eftersom f ar odefinierad pa [—3, —1].)

Kritiska punkter: Vi deriverar f(z) med kvotregeln:

f’(x)zD{ - }_2x\/m—x2'2—%:
VaZz+4z +3 x2+4x+3
C 2w(e® +4r+3) —2*(x+2)  22° + 8% + 6 — 2 — 227
B (22 + 4z + 3)3/2 B (22 + 4a + 3)3/2
23 + 622 + 62 z(z? + 6z + 6)

(22442 +3)32 (22 4z +3)3/2

De kritiska punkterna ges av z = 0 och
?4+6r+6=0 & w=-3+V/9-6=-3+V3

dar endast z = 0 och = —3 — /3 ligger i funktionens definitionsméngd.

Randpunkter: Saknas, och eftersom vi har sneda asymptoter behéver vi inte rdkna
nagra gransvarden da xr — Fo0.

Singuldra punkter: Saknas, eftersom f’(z) dr definierad for alla x € Dy.

Vi kan nu gora upp foljande teckentabell:

x| (—00) -3 -3 -3 —17 0] |(c0)
f'(x) - 0 + | (c0) |odef. | (—o0) | — |0] +
f(@) [ (=00) [N\ f(=3 = V/3)| /| (00) |odet. | (00) |\(|O] |(0)

Det exakta virdet f(—3 — /3) ér for besvirligt att rikna ut, och vi nojer oss med

approximationen f(—3 —+/3) = f(—5) = \2/—% som ligger nagonstans mellan 8 och 9.

Vi skisserar slutligen kurvan:



-9 \ \ \ \ \ . \ . ’ ! N ! !
-14 -12 -10 -8 -6 -4 =2 0 2 4 6 8 10

Svar: Kurvan har en sned asymptot y = x — 2 da x — oo, en sned asymptot y =
2 —x dd * — —oo, samt lodrata asymptoter x = —3 och z = —1. Det finns ett
lokalt minimum i z = —3 — /3 och ett lokalt minimum i z = 0.

. Vi viljer att rdkna enhetslost for att forenkla notationen. Vatskan i tanken kommer
att utgora en kon som i varje 6gonblick ér likformig med tanken, dvs om r(z) &r
"véatskekonens” radie sa maste

o _ 1o r(t):%’f).

Vétskans volym vid tiden ¢ kommer att vara

r02ry() _ () () _ my()®

Vi) = =5 = 3 o7

Eftersom vi ar intresserade av y/(t) da y(t) = 1 deriverar vi implicit (med avseende
pa t) och far

] =o[™] o
Vi) = Wy(t); AONEUR
iy~ V')
vit) = my(t)?

Lat t* vara 6gonblicket da y(t*) = 1. Utflodet/volymminskningshastigheten beror
0.9

inte pa ¢, sa V'(t*) = —0.1. Vi far déarfor y'(t*) = ——, vilket betyder att héjden
T

0.9
minskar med —m/s.
T

Svar: Hojden minskar med —m/s.
7r



6. Vi testar 16sningarna till 2 — 2 — 2 = 0, dvs 2 = —1 och = = 2 i ekvationen. Detta

visar att 16sningen z = —1 finns for alla virden pa C. D4 22 — x — 2 # 0 kan vi 16sa
ut C' som 5,1
x° +
C=—-—.
x?—x—2

Genom att sedan skissera kurvan till funktionen

2+ 1
fo) = 5l Dy=R\{-1,%)
kan vi se hur méanga ganger varje funktionsvirde antas, dvs hur manga x (féru-
tom = —1 och = 2) som ger ett visst C.

Genom att utfora polynomdivision och faktorisering kan vi forenkla funktionsut-
trycket till

f(m)_l'—l-l—l-ﬂ_l‘—i-l—'— 5113 =z+1+ ;
B 2 —x—2 (z+1)(z—2) x—2

Kvotpolynomet blev ett forstagradspolynom, sa vi har en sned asymptot y =z + 1
da x — £oo. Eftersom

3
lim f(z) = lim 24+ 14+ —— = —o0
2" T2~ r—2
——
<0
och
li =1l 1 =
A
——
>0
ar x = 2 en lodrat asymptot. Eftersom liml f(z) = —1 4r z = —1 inte en asymptot,
T—>—
och déar hander ingenting spannande.
Vi soker nu extrempunkter. Derivering ger
3
!/ — 1 _
sa de kritiska punkterna ges av
-3 & (2-2°=3 & =243
(r —2) '

Randpunkter saknas, men eftersom vi har asymptoten y = x+1 vet vi hur funktionen
uppfor sig for stora positiva och negativa x.

Singuldra punkter saknas, eftersom f ar deriverbar pa hela sin definitionsméangd.

Genom att undersoka derivatan mellan alla intressanta punkter far vi teckentabellen:

r | (—o0) —1 2 —/3 2= | 2 2++/3 (00)
+ |odef.| + 0 — | (—00) | (—00) | — 0 +
f@) [ (=00)| /|odef.| 7|3 = 2v/3|\(| (—00) | (+00) | |3+ 2V/3| 7| (o0)




Vi skisserar kurvan:

C>3+2V/2

C=3+2/2

3—-2V/3<C<3+2V3

C<3-2V3, C#£-1——

Forutom de l6sningarna som framgar av figuren har vi ju dessutom alltid 16sningen
z = —1 for alla C' (se bérjan av uppgiften).

Svar: Det géiller att

e di C <3 —2v3 och C # —1 har ekvationen tre losningar,
e da ' = —1 har ekvationen tva losningar,

e di C = 3 — 2v/3 har ekvationen tva l16sningar,

d& 3 —2v/3 < C < 3+ 2v/3 har ekvationen en 16sning,

da C' = 3 + 2v/3 har ekvationen tva lésningar, och

d& C > 3 + 2v/3 har ekvationen tre l6sningar.

7. Se boken, bevisforslagen pa kurshemsidan, eller anteckningarna fran forelasning 2.

8. Se boken, bevisforslagen pa kurshemsidan, eller anteckningarna fran foreldsning 7.



