Sammanstallning av bevis
MVE425 Matematik, del C, varen 2019

1 Satsen om sambandet mellan kontinuitet och
deriverbarhet (avsnitt 6.4)

Sats. Ldt f vara en funktion som dr deriverbar i punkten a € Dy. Dd dr f dven
kontinuerlig i punkten a.

Bevis. Forutsattningen att f ar deriverbar i punkten a innebér att gransvardet
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existerar. Det galler att
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vilket visar att f ar kontinuerlig i a. [

2 Produktregeln (avsnitt 6.5)
Sats (Produktregeln). Lat f och g vara deriverbara i punkten x. Da dar

D[f(z)g(x)] = f'(x)g(x) + f(x)g'(x).
Bevis. Lat z(x) = f(x)g(x). Enligt derivatans definition ar
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Eftersom f och g antogs deriverbara i punkten géller att




Dessutom ar g (och forstas aven f) kontinuerlig i x, eftersom den ar deriverbar dér,
sa alltsa maste }llir% g(x 4+ h) = g(x). Sammantaget ger detta nu
—

(%) = f(z)g(x) + f(z)g'(2).

Detta visar att D[f(z)g(z)] = f'(x)g(z) + f(x)g'(x), som utlovat. O

3 Kvotregeln (avsnitt 6.5)

Sats. Ldt f och g vara deriverbara i punkten x, och antag att g(x) # 0. Da ar

f@)]  flz)g(z) — f(x)g(x)
D{g(x)] a g(x)? '

Bevis. Vi nojer oss med att bevisa kvotregeln under den extra forutsattningen (som
ar sann, men som vi helt enkelt bara tar for given) att kvoten R(xz) = % ar
deriverbar.

Genom att multiplicera bada sidor med g(x) far vi f(z) = R(x)g(z), och pro-

duktregeln ger nu

R(2)g(x) = F(2) - R@)g(x) &

R(x)g(z) = f(z) - Jg”(—i J@) &

R(2)g(x) = f'(x) i(—g - % J@) o
- f’(rv)g(w;(;)g(:c @)

vilket visar att

4 Sinusfunktionens derivata (avsnitt 6.6)

Sats. Det gdller att D[sinz| = cosz.

Bewvis. Har behover vi komma ihag additionsformeln
sin(a + ) = sin acos  + sin 3 cos «
samt de bada gréansvardena
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Enligt derivatans definition géller nu

_ . sin(z+h) —sinx . sinzcosh+sinhcosx —sinx
D[sinz] = lim = lim =
h—0 h h—0 h
. sin cosh—1 | i
= lim cosT + ————sinex =1-cosx + 0 -sinx = cosz.
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5 Exponentialfunktionens derivata (avsnitt 6.6)
Sats. Det galler att D[e*] = .
Bewvis. Har behover vi komma ihag gransvardet
h _
lim & L =1
h—0
Enligt derivatans definition géller nu
N ) m+h_ez ) ex_eh_eac ) eh_lw N N
Dler) = fig 5 = iy = =iy = e =
O

6 Naturliga logaritmens derivata (avsnitt 6.6)

Sats. Det gdller att D[lnz] = 2

Bevis. Lat y = f(x) = Inz. Da ges inversen till f(x) av x = g(y) = €Y, dvs det
galler da att g(f(z)) = x. Kedjeregeln ger nu

9g(f(z) =z =
Dlg(f(z))] = Dlz] <«
g(f@)f(z)=1
g f'(x)=1 <« [eftersom ¢'(y) = ']
eff(r)=1 &
flla)=—= =

7 Arcustangensfunktionens derivata (avsnitt 6.6)

Sats. Det gdller att D[arctan x| = ﬁ



Bevis. Lat y = f(z) = arctanx. Da ges inversen till f(z) av 2 = g(y) = tany, dvs
det géller da att g(f(x)) = x. Kedjeregeln ger nu

g(f(x)) =z =
Dlg(f(z))] = Dlz] &
gU@)f(x)=1 <«
JdW)f(r)=1 < [eftersom ¢'(y) = 1 + tan® 9]
(1+tan’y)f'(z) =1 < [eftersom tan®(arctanz) = 7]
! o 1 Y
]
8 Lagranges medelvardessats (avsnitt 7.2)
Sats. Antag att funktionen f(x) uppfyller
(i) f(x) dr kontinuerlig pa |a,b], och
(ii) f(z) dr deriverbar pa (a,b).
Da ezisterar (minst) ett & € (a,b) sa att f'(€) = W.
Bevis. Ingér inte. [

9 Foljdsatsen till medelvardessatsen (avsnitt 7.2)

Sats. Antag att funktionen f(x) dar deriverbar pa ett intervall 1. Da gdller att

(i) f'(z) >0 Veel = f dr strangt vizande pa 1.
(ii)) f'(z)=0 Vxel = f ar konstant pa I.
(iii) f(x) <0 Vexel = f dr strangt avtagande pa 1.
(iv) f'(z) >0 Vel = f dr vdzande pa I.

(v) fllx) <0 Voxel = f dr avtagande pd I.

Bevis. Lat x1,xo € I och antag att ;7 < zo. Nu ar z kontinuerlig pa [x1, x| och
deriverbar pa (z1, x9), sa forutsattningarna for medelviardessatsen ar uppfyllda. Det
finns alltsa ett & € (z1,29) sadant att f'(§) = % vilket vi dven kan skriva
som f(z2) — f(z1) = f'(§)(22 — z1).

Vi far nu i de olika fallen (ett fall rdcker pa tentan, men vilj inte fall (ii))

(i) f(xe) — f(z1) = f'(&) (xg — 1) > 0, dvs f(z2) > f(x1), och funktionen &r
7%

alltsa strangt vixande pa I.



(i) flrz) = fla1) = f/(€) (w2 — 1) = 0, dvs f(22) = f(a1), och funktionen ér
N~ N—

=0 >0
alltsa konstant pa I.

(iii) f(z2) — f(x1) = f/(€) (x2 —x1) < 0, dvs f(z3) < f(x1), och funktionen &r
%

alltsa strangt avtagande pa [.

(iv) f(w2) — F@1) = F(€) (ra—21) > 0, dvs f(x2) > f(z1), och funktionen r
= %

alltsa vixande pa I.

(v) f(z2) — f(x1) = f/(&) (x2 —x1) <0, dvs f(x3) < f(x1), och funktionen &r
= %

alltsa avtagande pa I.
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