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Losningar 14ggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok.

1. Berikna foljande integraler.

. z sin x
(a) /assm 2r dx (b) /MM dzx (c) /cos3x du

Lésning: (a) Partiell integration ger

—cos 2z —cos 2z rcos2xr  sin2x
/:Usm rdr=x 5 / 5 dx 5 + 1 +C
(b) Partialbraksuppdelning
x B x A N B Alx—-2)+Bx—-1) (A+B)r—-2A-B
2-3r+2 (z—-1)(z-2) -1 2-2  (z2—=1)(z-2)  (z—-1(z—-2)
ger
A+B=1, 2A+B=0 <= A=-1, B=2
Alltsa,

x -1 2 (x —2)2
- dx = dr = —In|z—1|+21n |z—2 =ln—-—
/x2—3x+2 v /<x—1+az—2> v nle—1l+2Infe-2+C = In |z — 1| e

(c)
sinx t=cosx 1 1 1
/cos?’xdx_‘dt:—sinxd:c __/ﬁ’dt_2t2+c_2c082x+c

2. Skriv den geometriska serien 14 22 + z* + 2% 4 ... med summabeteckning. Hitta ett tal
sa att serien blir konvergent med summan 4.

Losning: Serien skrives
o
E 2%k,
k=0

Om z? < 1 & summan konvergent och vi har att

o o 1
% _ 2\k—1 _
> et =) (@) =0
k=0 k=1
Summan 4 ger ekvationen

1 1 3 V3
— =4 41 -2 =1 2-1--==% =4+ "
T — 4(1 —2z%) =z 115 ¢ 5

En 16sning #r alltsi @ = v/3/2 (alternativt z = —+/3/2). Eftersom 22 = 3/4 < 1 si ar
detta en godtagbar 16sning.

(9p)

(5p)



3. Visa med induktion att

Zn:Qk:fl n>1

k=1
Losning: 1. Visa U(1) sann

1
VL: Y (2k-1)=1, HL: 1°=1 = VL =HL, OK!
k=1

II. Antag U(p) sann

P
Z (2k—1) (ind. antagande)
k=1

III. Visa U(p) sann = U(p+1) sann

p+1
Ulp+1): D @2k —1)=(p+1)°
k=1
p+1 p
VL 3 k=1 =2p+ ) =143 (k-1 =2+1+ p* =(@+1)
k=1 k=1

1nd ant.

Alltsa géller utsagan enligt induktionsprincipen.

T

. Beriikna arean som begriinsas av kurvorna y = e %, y = €%, och y = e?* 1.

(Tips: borja med att rita figur.)

Losning:
Bestam x1:
e ?=e"! = =2 1=z ==
Berakna A;i:
1/3 s
A = / (" —e ) de=[e"+e "]/ = el3 4 e7l3 g,
0
Bestam xs:

C=e = =22 —1= 12y =1.

= HL

(5p)

(6p)



Berdkna As:

1 1 ! 1 1 1 1
Ay = / (e:c_€2ac—1) de — | — 221 Sl T2l /3y 1 2/3-1 o C -1/3 . (1/3
13 2 1/ 2 2 2" "2

Totala arean ar alltsa

1
A:A1+A2:§e+ge_1/3—2

. Los differentialekvationerna

(a) y' = y?e” (b) ¢ L =2 (c) y" + 5y + 6y = 22" + 3
x

Lésning: (a) Separabel DE: Fall I, y # 0 ger

/

1 1
Y e = —dy= [ edr < ——=e"+C
2 2
Yy Yy Yy

1
et +C
Fall II, y = 0: &r det en 16sning? Ja, eftersom VL: 3/ = 0 och HL: 0e* = 0. Totalt har vi
alltsa l6sningarna

= y=-

1
er +(C

Yy = och y=0.

(b) Linjér forsta ordningens DE: integrerande faktorn ér ef'(®) dir f(z) = —1/x. Alltsa,
en primitiv funktion till f ges av

Nu erhalls

/ 2 /
d 22 3
= —(g):m =42 10 = y=—-+Czr
dr \x x 2 2

(¢) Linjar andra ordningens DE med konstanta koefficienter (icke-homogen). Den homo-
gena losningen forst. KE ges av

P45r+6=0 <= (r4+2)(r+3)=0 < r = -2, = —3.
Den 16sningen till den homogena DE ges déarvid av
Yp = 016_236 + 026_396

Ansiitt en partikulirlosning pa formen y, = asz? + a1z + ag. Da giller Yy, = 2az, y, =
2aox + ap. Inséttning i VL ger:

2a9 + 5(2a9z + a1) + 6(a2:v2 +ar1x 4+ ag) = 6asz? + (10ag + 6a1)x + 2as + 5a; + 6ag

Jamforelse med HL ger:

6as =2 <= a2 =1/3=10/3+6a; =0 < a3 = —5/9 = 2/3-25/9+6ag =3 < ag = 23/27



En partikuldrlésning ges alltsa av

_ oz _bw 23
=73 "9 To7

Den allménna losningen till DE ges alltsa av

2
_ _ —2x -3z 2_571. §
y—yh+yp—01€ +02€ +3 9+27

. Ett foremal med massan 1kg faller fritt mot marken under inverkan av tva krafter: gra-
vitationskraften F; = mg och en friktionskraft F'y = —kv, dir v betecknar fallhastigheten
av foremalet i m/s och proportionalitetskonstanten k& = 1kg/s. For enkelhets skull antar
vi att gravitationskonstanten ges av g = 10m/s.

(a) Anvénd Newtons andra lag F' = ma (m dr massan och a &r accelerationen) for att
stélla upp en differentialekvation for hastigheten v som funktion av tiden ¢.

(b) Foremalet sldpps vid tiden ¢ = 0 (dvs vid den tidpunkten &r v = 0). Vad blir hastig-
heten efter att foremalet har fatt falla under lang tid? (Alltsa, vad blir gransvéirdet
av v(t) dat — oo?)

Losning: (a) Totala kraften dr F = F;+ Fy = 10 —v. Eftersom a = v’ foljer fran Newtons
andra lag att
ma=10"=10—-v < v +v=10.

(b) Linjér forsta ordningens DE. Integrerande faktorn ir ef, ger
v= et/l()et dt +Ce ' =10+ Ce™"
Villkoret v(0) = 0 ger C' = —10 sa v(t) = 10(1 — e~ ). Da t — oo giller att e™* — 0. Alltsa
Tim o(t) = lim (10«— 10e—t) =10

Alltsa, hastigheten efter lang tid blir 10m/s.

. Areasatsen siger att om f(x) &r positiv och kontinuerlig i ett intervall I, och A(x) betecknar
arean under grafen fran xg € I till z € I dér x > x0, da dr A’'(x) = f(z). Bevisa detta.

L&sning: se boken.

. Formulera och bevisa formeln fér en geometrisk summa.

Lo6sning: se boken.

Lycka till!
Klas M
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