MATEMATIK Hjilpmedel: inga
Chalmers tekniska hogskola Datum: 2015-06-05 kl. 14.00 - 18.00
Tentamen Telefonvakt: Klas Modin

0708 456479

MVE425 del D / LMA164 del E

Tentan rittas och bedoms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inldm-
nade papper. Fyll i omslaget ordentligt.
For godként pa tentan kridvs 20 podng. For betyg 4 resp. 5 krivs 32 resp. 42 poéng.

Losningar 14ggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok.
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1. Beriikna: (a)/
Loésning:

(a)

dz, (b) /tanxd:c, (c)/arcsinxd:v.
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sinx t =cosx
/tanxdx—/cosxdx— 'dt: _sin g da
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__/tdt__lnt]+C_—1n\cosx|+C.

T
arcsinzdr = | 1-arcsinzdx = (PI) = xarcsinx — / —dx
/ / (PI) V1—22

dr = xarcsinz + V1 — 22+ C.

. —x
=zarcsinr + | ——
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2. Lat f(x) = x och g(z) = 2 — z. Bestdm

(a) arean av det omrade som innesluts av y-axeln och graferna till funktionerna f och g,

(3+343p)

(3+3+3p)

(b) volymen av den rotationsvolym som omradet i (a) ger upphov till vid rotation runt x-axeln,

(c) volymen av den rotationsvolym som omradet i (a) ger upphov till vid rotation runt y-axeln.

Lo6sning:

(a)

A — f(x)
g(x)




Geometrisk 16sning;:
2-1

A= ——=1.
2

Analytisk 16sning:
1 1
A:/ (g(x)—f(x))d:v:/ (22— a)de=[20—a?] =2 1-12=1.
0 0

(b) Volymen ges av volymen av rotationskroppen kring x-axeln f6r g(z) minus volymen av
rotationskroppen kring x-axeln for f(z). Alltsa:

V- / dx—w/f x—W/l(g(x)Q—f(a:)Q)dx:W/Ol((Q—x)z—x2)dx

(c)Fory = f(z) gillery=2 < z=y. Fory=g(a) gillery=2—z < z=2—y.
Alltsa, om vi uttrycker 2 som funktion av y far vi funktionen

_ Y om(0<y<1
h<y)_{2—y oml<y<2’

Rotationskroppen dér h(y) roteras kring y-axeln ges dérfor av

2 1 2
TF/ h(y) dy:?f/ yzdy+7r/(2—y)2dy
0 0 1

e

2
. (a) Los begynnelsevirdesproblemet y' + Y= 2%, y(—1) = 0.

V

(b) Los begynnelsevirdesproblemet 3 = z2(1 + %), y(0) = 0.
(c) Los differentialekvationen y” + 2y’ + 2y = x.

Loésning:

(a) Linjir forsta ordningens DE. Integrerande faktorn #r e? Injz| — elna® — 42 Allgs4:

2 d 5 3
Y+ Zy=1" —= —(y2?) =2" = yx2:/x4dm+0:x+0 = y:x——i—g.
x dx 5 5 a2

Begynnelsevillkoret ger

Losningen ar alltsa

(b) Separabel forsta ordningens DE.

/
2 d 2

y =221+ 19?) = =1’ <— d—arctany:a:
x

1+ y?
3
= arctany:/azzda:+023+0

(4+4+4p)



Den allménna losningen ges alltsa av
3 3

arctany = % +C = y= tan(% +0O)

Begynnelsevillkoret ger
0=tan(0+C) <= C=mn
for heltal n. Losningen &r alltsa
3
Y= tan(g + 7).

Losningen dr oberoende av n eftersom tan(a + 7n) = tan(a) for alla reella a. Vi kan alltsa
anta att n = 0.

(c) KE ar
P4 2r42=0<+= (r+1)?-14+2=0 < r+l=+V-1 < rpp=—-143.
Homogena l6sningen ges alltsa av
yp =€ “(Acosx + Bsinzx).

Ansitt partikulérlosningen y, = ax + b, ger

B B 20+ 2b =0 b=—1/2
0+2(a)+2(a$+b)—x<:>2a:n—|—2a—|—2b—a:<:>{ 9 — 1 {a:1/2
Alltsa,

-1
yp:x/2—1/2:x2 .
Den allménna 16sningen ges nu av
-1
yzyh—l-yp:efm(Acosx+Bsinx)+%.
. . . n(3n —1)
4. Visa med induktion att 1+4+7+...+(3n—2):T,n21.
Loésning:
i n(3n —1)
Lat U(n) Varautsagan1+4+7+...+(3n—2):#,n2 L.

Steg I (induktionsstarten): Visa U(1) sann.
VL =3-1-2=10ch HL; = X320 — 1 OK!
Steg II (induktionsantagandet): Antag U(p) sann for p > 1. Betyder att

gy = PBP=1)

L+4+74...+(3p— 5

Steg III: Visa att U(p) sann = U(p + 1) sann.

1 2
U(p+ 1) sann betyder : 1+4+7+...+(3p—2)+(3p+1):M;p—i_)

p(3p—1)

VLEpp1=1+4+7+...+Bp—2)+ (3p+1) = (ind.ant.) = 5

+ 3p+1)

Cp(Bp—1)+2(3p+1) 3p*+5p+2  (p+1)(3p+2)
B 2 B 2 B 2
Slutsats: Enligt induktionsprincipen foljer att U(n) &r sann for alla n > 1.

— HLpy1.



5. Vid odling av en jastkultur &r tillvixthastigheten proportionell mot méngden jiast. En (3+3p)
sadan odling gors i en behallare fran vilken man tappar ut a kg/h (kg jist per timma).

(a) Antag att méngden jist fran borjan dr yo kg och att proportionalitetskonstanten &r
0,2 h~!. Bestdm miingden jist som funktion av tiden (timmar).

(b) Gar det att vilja a sa att mingden jést i behallaren halls konstant? Hur ska man i
sa fall vilja a? Motivera ditt svar.

Loésning:

(a) DE som beskriver forloppet blir y/ = ky—a dér k = 1/5 &r proportionalitetskonstanten,
alltsa 3 = y/5 — a. Multiplikation med IF e~*/> ger

d
o (ye_t/5) = —qe V5 — ye_t/5 = —a/e_t/Sdt +C =5aeV? 4+ C.

= y= Ce'ld + 5a.
Begynnelsevillkoret y(0) = yo ger
yo =C+ba <— C =yg— ba.
Alltsa, SVAR: méngden jést som funktion av tiden ges av
y(t) = (yo — ba)et’® + 5a.

(b) SVAR: Ja, det gar. Vilj a = yo/5. Da géller

y(t) = (yo — 5%) e’ + 5% = Yo
~—_——
0

Alltsa, méngden jést halls konstant 6ver tiden.

6. Bevisa att / " fwyde = / " f(2)da + / ' Ha)de. (4p)

L&sning: Se boken.

7. Bevisa integreringsregeln (PI) /f(x)g(az) dx = F(x)g(x) — /F(z)g’(az) dx. (4p)

Loésning: Se boken.

Lycka till!
Klas M



