LOSNINGAR TILL TENTAMEN FOR MVE460
Tisdag den 8:e januari, 80 — 123

1. Se kurslitteraturen (Adams s. 109).

2. Se kurslitteraturen (Adams s. 90).

2. Lat f(z) = z — /1 + x. Vi borjar med att bestdimma definitionsméngd, och
noterar att v/1 + z endast ar definierad da argumentet 142 > 0, dvs. da z > —1.
Vi har alltsé att Dy = [—1,00).

Kontinuitet. Eftersom funktionen bestar av sammanséttning av funktioner som
ar kontinuerliga i hela Dy sa ar f ocksa kontinuerlig.

Lodrata asymptoter. Vi undersoker andpunkten x = —1 dér en lodrat asymp-
tot kan finnas.

Im z—vV1i+ax=-1—-—V1—-1=—-1,

r——1+

Gréansvérdet ar andligt och ddrmed existerar inga lodréita asymptoter.

Vagriata asymptoter. Vagriata asymptoter ges av gransvarden da x — +oo,

men eftersom D; = [—1,00) sa behéver vi bara undersoka x — oo.
lim z —vV14+2 =00
T—00

eftersom x véxer snabbare &n /1 +x da * — oo. Darmed finns ingen vagrat
asymptot da x — oo.

Sneda asymptoter. Vi har en mojlig sned asymptot da x — oo och undersoker
eventuellt k-varde.

—V1+z 1 /1 1
k—hm T = lim 1 — x—i_ —— lim 1 — S+ =
T—>00 X T—00 T—00 xT €T




eftersom 1/x och 1/2? gar mot noll d& z — co.
m-vérdet for asymptoten ges nu av:

m=lim f(z) —kr=lmz—+vV1l+zr—z=limvVi+z=00

T—00 T—r00 T—00

Men eftersom grénsvérdet inte dr dndligt existerar ingen sned asymptot.

Kritiska punkter. Vi har att f'(z) =1 — 2\/+Tm Kritiska punkter ges av

f'(x) =0

1
— 1-

e
2v1+=x
= Vi+ar=1/2

— g=_3
=-7

Singulidra punketer. Detta &r punkter déar f'(z) ar odefinierad. Vi ser att ndm-
naren i f'(x) ar lika med noll d& = = —1 vilket medfor att = —1 &r en singulér
punkt. Vi kan ocksa sluta oss till att + = —1 &r en lokal extrempunkt.
Inflektionspunkter. Vi har att f”(z) = W som &r positivt for alla x € Dy
och darmed existerar inga inflektionspunkter. Vi kan ocksa notera att funktionen
ar konvex i hela Dy.

Teckentabell. Vi gor nu en teckentabell med foljande intressanta punkter: —1, —3/4.

z | —1 —3/4
f | odef. | — |0 +
f" | odef. | + | + +
T N5/

Fran tabellen ser vi att © = —3/4 &r ett lokalt minimum och hér antar funk-
tionens sitt minsta virde f(—3/4) = —5/4. Vi har ockséa ett lokalt maximum
iz = —1, dar vardet ar f(—1) = —1. Eftersom funktion vixer obegransat da

T — 00 sa existerar inget storsta varde.

Derivatans tecken visar att funktionen &r vixande pa [—3/4, 00) och avtagan-
de pa (—1,—-3/4].

Andraderivatans tecken visar att funktionen ar konvex pa hela Dy och inte
konkav nagonstans.

Vi skissar nu grafen med hjélp av ovanstaende information (se nedan).



0.2




4. For att approximera sin(0.1) later vi f(x) = sinx och berdknar Taylorpolyno-
met for f av ordning 3 kring x = 0.

Byw) = 10) + O —0) + L0 e -0+ T g
Derivatorna ges av f'(x) = cosz, f"(r) = —sinx och f”(x) = —cosx vilket
medfor att

3
Py(z) =a — %

Vi far darfor att

0.13
sin(0.1) = £(0.1) = P5(0.1) = 0.1 = —— = 0.1~ 107°/6.

Felet E5(x) = f(x) — Ps(x) ges av

(g
By(@) = TP - o

dir s € (0, z). Fjirdederivatan ges av f4)(x) = sin z varfor felet i punkten z = 0.1
kan skrivas

(4) 10~4
E5(0.1) = f4—‘(5)o.14 = 5 sins.

dér s € (0,0.1). Eftersom sin s > 0 kan vi dra slutsatsen att felet &r positivt. For
att bestamma dess storlek betraktar vi

jsins| < 20
24 Sin s 24

1074
4

[B(0.1)] = |

sin s‘ =
eftersom |sins| < 1 for alla s. Vi har alltsa att

1074
24

0 < E5(0.1) <

vilket betyder att det verkliga vérdet ligger i intervallet

1074
24

P5(0.1) < sin(0.1) < P5(0.1) +

eller

1073 1073 107

d - in(0.1 d—
0 < sin(0.1) < 0 5 + o1




5. Vi noterar forst att f &r definierad for alla reella tal och att definitionsméngden
dérfor ges av Dy = R, som &r ett sammanhéngande intervall. Derivatan ges av

f/(x) — 262m+3

och eftersom e” > 0 for alla x ser vi att f’(x) > 0 for alla x € Dy. Det innebér
att f ar strangt vaxande vilket medfor att f ar injektiv och att det existerar en
invers.

For att berdkna (f')'(e) noterar vi att f(—1) = e2"D+3 = ¢l = e, Det
medfor att f~!(e) = —1 och vi kan anviinda formeln fér inversens derivata

1 1 1

P Ye)) — F(-1)  2¢

Alternativt kan man explicit berikna inversen som ges av f~!(z) =
uitfran den berikna (f~1)'(e).

(f)(e) =

Inz—3

o och

6. De fyra punkterna P, = (1,1,1), P, = (—=2,0,—-2), P; = (—1,1,0) och P, =
(1,0,—1) ligger i samma plan om de tre vektorer, som gar fran en av dessa
punkter till tre andra punkterna, ligger i ett plan. Vi utgar fran P; och berdknar
PPy, =(—=3,—1,-3), PPy = (—2,0,—1) och PPy = (0,—1,—2).

Dessa tre vektorer ligger i ett plan om vektorn P;Pg X P1733 ar vinkelrat mot
PI_P4, dvs. om PP, - (Pl_Pg X Pl_Pg,) = 0. Detta &ar den skalédra trippelprodukten

som vi kan berdkna med hjéalp av en determinant:

-3 -1 -3
PP - (PPyx PP)=|-2 0 —1|=3+4—6=1#0.
0 —1 —2

Eftersom den skaldra trippelprodukten &r skild fran noll sa ligger punkterna ej i
samma plan.

z+1

7. Vi borjar med att rédkna ut riktningsvektorn for den givna linjen =
-5 -2
4 5 = : 5 genom att sitta alla tre led lika med ¢ och l6sa ut x,y och z.

Detta ger

r=—1-—2t
y=05—2t
z =2+ 2t



och vi kan lésa ut riktningsvektorn som v = (—2,—2,2). Vi ska nu forsoka hitta
ett viarde pa A sadant att skdrningslinjen mellan planen &r parallell med v. For
att hitta skirningslinjen 16ser vi ekvationssystemet

r+2y+3z2=1
2 + 5y + Az = 4.

Om vi multiplicerar forsta ekvationen med —2 och lagger till den andra far vi att
y+(A—6)z = 2. Visitter nu z = t en fri variabel vilket ger att y = 2 — (A —6)t.
Insatt i den forsta ekvationen far vi da att x4+ 2(2 — (A —6)t) + 3t = 1 vilken har
som l6sning x = —3 4 (2A — 15)¢t. Skirningslinjen mellan planen ges alltsa av

r=—-3+ (24— 15)t
y=2+(6—-A)

z=1t

som har riktningsvektor u = (2A — 15,6 — A, 1). Denna &r parallell med v om
det existerar ett tal A # 0 sadant att v = Au, eller

—2 = A(24 — 15)
2= A6 A)
2=\

Fran den sista ekvationen ser vi att A = 2 och ur de tva andra far vi att A = 7.

8. Vi beradknar derivatan

1 1 1 1 1
/
= _— = — :0
@) 1+x2+1+(%)2< xz) 1+22 1+ 22

Detta medfor att f(x) = konstant, men definitionsméngden bestar av tva intervall
vilket betyder att f kan ta olika virden pa (—oo,0) och (0, 00). Vi kollar de tva
fallen

f(1) = arctan(1) 4+ arctan(1l) = 2 arctan(1) = 2% _ g
f(=1) = arctan(—1) + arctan(—1) = 2 arctan(—1) = Q_T” _ _g'

Vi har alltsa att

och f antar bara tva virden.



