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Analys och linjar algebra K Kf Bt, del C

1. Vi rdknar med upprepar integration:

2. a)

b)

2 1 2 1 2
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Efterson tva linjirt oberoende vektorer i R? automatiskt dr en bas ricker det
att kolla att u; och uy &r linjért oberoende. Vi skall alltsa kolla att den enda
16sningen till zyu; + xous = 0 &r (21, x2) = (0,0). Vi betraktar alltsa ekvation-

ssystemet
4 3 1 .
L]

och efter radreduktion ser vi att den enda losningen ar (z1,z2) = (0,0).

Vi soker ett talpar (x1,22) sa att v = z1u; + xouy, dvs. vi skall 16sa ekvation-

ssystemet
4 3 T . 1
1 2 xe | | 1|7

Efter radreduktion far vi att (xy,x2) = (—1/5,3/5), som &r den sokta koordi-
natvektorn for v relativt basen {u, us}.

Temperaturen viaxer mest i gradientens riktning. Vi ridknar:

VT(2,In3) = (%(2’ In3), %(2, n3)) = (3,6).

Den (normerade) riktning i vilken 7" viixer mest &r alltsa (1,2)/v/5.

Gradienten VT'(2,In3) = (3,6) &r vinkelrdt mot nivakurvan C. Tangenten till
C'i(2,In3) ar alltsa vinkelrdt mot (3,6) = 3(1, 2), vilket betyder att tangenten
ar parallell med (2,—1) och alltsa har lutning —1/2. Tangentens ekvation &r

alltsa n3
Y70 _ )9,
r— 2

som forenklas till y = —2/2 + 14 In3.




4.

a)

Egenvirden beriknas med karaktéristiska ekvationen:

4—-X 3

OzdetA—)\I:det{ 1 9\

1:(4—)\)(2—)\)—3:>\2—6)\+5,

som har losningarna Ay = 1, Ay = 5. Egenvektorer hérande till \; berdknas
genom att 16sa ekvationssystemet (A — A\;I)x = 0. I vart fall skall vi alltsa losa
de tva ekvationssystemen

3 3 -1 3
{1 1}){—0, [ 1 _3:|X—0.
Dessa 16ses med radreduktion och man far x; = (a, —a)? och x5 = (3b, b)7,

som &r egenvektorerna horande till A\; = 1 och Ay = 5 respektive (a och b &r fria
variabler).

Allménna 16sningen till x'(¢) = Ax(t) kan skrivas upp direkt m.h.a. egenvirden
och egenvektorer:

x(t)zcl{_ﬂ et+02{11))] 53

dar C; och Cy ar konstanter.

5. Vi byter till cylinderkoordinater (7,0, z) definierade genom

T = rcost
y = rsinf .
z = z

I de nya koordinaterna beskrivs omradet D som D = {(r,0,2); 0 <r <z, 0< 6 <
21, 0 < z < 1} och vi har att

[ Ox/Or 0x/00 0x/0z
dxdydz = |det | Oy/Or 0y/00 0y/0z ||drdfdz
| 0z/0r 0z/00 0z/0z

[ cosf® —rsinf 0
= |det | sinf@ rcosf O drd@dz = rdrd0fdz.
0 0 1

Alltsa far vi

1 z 27 1 z
/// (2% + y*)dwdydz = / / / r? rdfdrdz = 27T/ / 3 drdz
D z2=0 Jr=0 J6=0 z=0 Jr=0
1

= 27/ 2'/4dz = 27 /20 = 7/10.
z=0



6. Lat u; = (1,0,1)T och uy = (1,1, —1)T vara vektorerna som genererar H. Eftersom
u; och uy ér ortogonala (deras skaldrprodukt dr 0) kan ortogonalprojektionen, P(v),
av en vektor v pa H berdknas med formeln

a)

b)

V- V - U9
P(v) = ——u; + ——us. (1)
[[ua 2 [[uz 2
Vi later v = (1,1,1)7 i formeln (1) och far
1 1 1 4
2 1 1
1 1 —1 2
Vi later v = (21, 29, x3)7 i formeln (1) och far
I 1 . (5ZE1 + 2[132 + 1'3)/6
P(| ):Ilg‘”?’ 0 +W 1| = | (o1 4+ 22— 25)/3
XT3 1 -1 (.Z'l — 2372 + 51’3)/6

Vi skriver uttrycket i uppgift b) som en matrismultiplikation:

T (53171 +2[L’2+I3)/6 5 2 1 Ty
P( i) )I (ZE1+CL'2—ZE3)/3 = = 2 2 =2 To
X3 (x1 — 229 + bx3) /6 1 -2 5 T3

och vi kan direkt ldsa av matrisen for projektionen P som

5 2 1
1
G 2 2 =2
1 -2 5

Extrempunkter finns dér 0 = Vf = (8f/0z, 9f /dy). Vi réknar:

of 3 —a* -2y
ox Y (x+y)?
8f_ _x23_92_2$y
oy (z+y)?
Eftersom x och y &r # 0 i omradet D betyder 0 = V f att ekvationerna
0=3—2%—2zy, (2)
0=3—y*— 2wy (3)

skall vara uppfyllda. Subtraktion av ekvation (3) fran ekvation (2) ger att —z*+
y? = 0, dvs. * = +y. Da x och y &r > 01 D maste z = y > 0. Inséittning av
x =y i ekvation (3) ger att 0 =3 — 3y, sdatt y =1 (day > 01 D). Alltsa ér
r =y =1, och den enda extrempunkten i omradet D &r a = (1,1).



b) Vi riknar:

0 f 0 , ,3—1%—2xy 5 Y2+ 3
_:—(y —) :...:_2y e —
0x? Oz (x + y)? (x 4+ y)?
0 f 0, ,3—y*>—2xy , T2+ 3
2 (2 I 92 T
oy* Oy (z (z +y)? ) MCENE

3— % —y? - 3zy
(z +y)?

’f _ *f _ ﬁ(x23 —y* —2xy
oydxr ~ O0xdy Oz (x 4+ y)?
I punkten a = (1,1) blir Hessianen da

%f  O%f
ox2  Bzdy _ —1 _1/2
o°f r | T —12 -1 |

dxdy  0y?

):---:2xy

¢) Vi berdknar egenvirdena till Hessianen i punkten a = (1,1) m.h.a. den karak-
teristiska ekvationen:

0= (—1—-XN?2—1/4=)\"4+2)\+3/4.
Losningarna blir A = —3/2,—1/2, som bada dr negativa. Hessianen i extrem-

punkten a = (1, 1) dr alltsa negativt definit och a maste vara en lokal maxpunkt.

8. I' &r 6vre delen av cirkeln med radie 2 centrerad i origo; I' startar i (2,0) och slutar
i (—2,0). Vi sluter I' genom att ligga till linjestycket, v, som borjar i (—2,0) och
slutar i (2,0). Da ar I' + v en kurva, genomlopt motsols, som innesluter omradet
D ={(x,y) € R* y >0, 2> + y* < 4}. Enligt Greens sats géller

| s eay =[] G - L) ety @)

= 3// z? + y? dady.
D

Den sista dubbelintegralen berdknas enkelt t.ex. genom att byta till poldra koordi-
nater, och man far

2 ™ 2
3 // 2 + 1 dovdy = 3/ / r3dfdr = 37r/ r3dr = 127. (5)
D r=0 J60=0 r=0

Av (4) och (5) foljer att den sokta kurvintegralen &r

/(—y3)d:v + (2% + ¢ )dy = 127 — /(—yg)dzv + (2 + ) dy.
r

Y

Eftersom y och dy &r 0 pa ~ blir integralen pa hoger sida 0. Den sokta kurvintegralen
ar alltsa 127.

9. Se beviset av sats 6.2:4 i1 Lay.



