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TMV036 Analys och Linjir Algebra K Kf Bt, del C

Tentan réttas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga
inldimnade papper. Fyll i omslaget ordentligt.

Betygsgréanser: 20 - 29 p. ger betyget 3, 30 - 39 p. ger betyget 4 och 40 eller mer betyget 5. (Bonuspoing
fran duggor 10/11 inkluderas.)

Losningar ldggs ut pa kursens (10/11) webbsida senast 11/1. Resultat meddelas via Ladok senast ca.
tre veckor efter tentamenstillfillet. Dérefter kan tentorna granskas och hdmtas pa MV:s exp. 6ppen alla

vardagar 9-13.

1. Lat f(z,y,2) = 2% —y? + 22 + 3wz och a = (2,1, 1).
(a) Ange en ekvation for tangentplanet till nivaytan f(x,y,z) = 10 i punkten a.
(b) Berikna riktningsderivatan av f i punkten a i riktningen u = [2/3,1/3,2/3]T.

2. (a) Lat D vara den triangel som begrinsas av y-axeln och linjerna y = x, y = T

2
// cos y2dxdy.
D

(b) Beriikna volymen av den kropp K som begrinsas av paraboloiden z = 22 + 32
samt planen z = 1 och z = 2, dvs K = {(z,y,2) € R3: 22 +9? < 2,1 < 2 < 2}
Skissa kroppen.

Berikna dubbelintegralen

. e 1 1] .
3. Lat A vara en 2 x 2-matris for vilken vektorerna vi; = 1 } och vy = [ 1 } ar

egenvektorer med respektive egenvérde 1/2 och 1.

(a) Bestdm matrisen A.

(b) For varje positivt heltal n bestim A™ samt gransvirdet av A", da n — +oo.

4. (a) Anpassa med hjilp av minsta kvadratmetoden en linje y = kx+1 till punkterna
(1,2), (2.4), (3,5), (4,7).

(b) Lat A = och b =

2
;l . Med hjélp av resultat i (a) bestdm den y i

W N =
e

7
A:s kolonnrum som ligger ndrmast b.

Var god vind!
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5. Bestém storsta och minsta virde av funktionen f(z,y) = 22 — 3oy + 3% — 2z + 4y pa  (6p)
omradet 0 <y <z < 1.

6. Lat F(x,y) = (y + 22)i + zj.
(a) Visa att vektorfiltet F &r konservativt i R? genom att bestimma en potential (3p)
p till F.

(b) Antag att partikeln ror sig lings kurvan v : r(t) = (¢,t?) fran origo till (1,1). (4p)
Berikna arbetet f7 F - dr som kraftfiltet F' utrittar pa partikeln dels genom
att anvinda potential i (a) och dels genom att utga fran definition av kurvin-
tegralen.

7. Ange pa formen y = g(z) den kurva i planet som gar genom (1,1) och dr vinkelréit (6p)
mot alla nivakurvor till f(z,y) = z* +y.

8. (a) Forklara vad som menas med att tva vektorer i R” &r ortogonala. (6p)

(b) Bevisa Pythagoras sats i R™.



Loésningar

1. (a) Man verifierar litt att a = (2,1, 1) ligger pa yttan: 22 — 124+ 12+3-2-1 = 10.
Vi berdknar nu gradienten:

Vf(z,y,z) = (2x + 3z, —2y,2z + 3x) och Vf(2,1,1) = (7,-2,8).
Tangentplanets ekvation blir da
T(z—2)—2(y—1)+8(z—1)=0.
Svar: Tx — 2y + 8z = 20.

2\* (1) [2)\?
(b) Vi observerar forst att ||ul|* = <3) + <3> + <3> = 1. Riktningsderivatan

dr (Duf)(2,1,1) =u-Vf(2,1,1) = 28/3.

2. (a) For att berékna integralen integrerar vi forst med avseende pa z: vi har D =
{(z,y): 0 <2 <y,0<y</7/2} och

7T/2 Yy 7I'/2 1 7I'/2 1
// cos y?dxdy = / </ cos y2d33> dy = / y cosy’dy = [ sinyg] =—.
D 0 0 0 2 0 2

(b) Volymen av den kropp K som beskrivs i uppgiften ges av trippelintegralen:

[[Lar = [([ ] wa)e-] ( [7([ ) Tdr) iz
AN

P=[wv vQ]:[ ! 1]ochD:[1/2 0].

3. (a) Lat

-1 1 0 1

Den sokande matrisen A &r foljande:

UL ]

~1[ 1 1] [y20] [1 1] 1[31
o2l -11 0 1 1 1] 4|13
(b) For godtyckligt positivt heltal n har vi

A - (PDP_l)n:PDnP_lzé[_ll 1],[(1/02)” 1(”“ —11]
_ 1[1+(1/2)” 1—(1/2)"]
2| 1—(1/2" 1+ (1/2)"

Eftersom (1/2)" — 0 da n — +o0

1
A”—)Q[i 1] da n — +oo0.



4.

5.

(a) Det giller att bestimma minstakvadratlosningar (k,1) till systemet

11 2
2 1 |[k] |4
3 1 I |5
4 1 7
1 1 2
. 2 1 4 . . . T s
Lat A = 3 1 ochb = 5 . Minstakvadratlosningen x uppfyller A* Ax =
4 1 7
ATb. Vi riknar:
1 1 2
T, |1 2 3 4 2 1| |30 10 . |1 2 3 4 4
AA_|:1111 31_104’Ab_1111 )
[ 41 7
och
% — 30 10 17" [ 53 _ 1 4 -10 531 _ 1 |16
10 4 |18 ] 20| —-10 30 || 18| 10| 5|

Svar: Linjen y = 1.6z + 0.5.

(b) Den y som ligger nirmast A:s kolonnrummet ges av y = Ax, dér x dr min-
stakavdratlosningen som bestdmmdes i (a). Vi har alltsa:

11 2.1
|2 1|[16] |37
Y=13 1 [0.5]_ 5.3

41 6.9

Eftersom omradet D #r kompakt antar f sina storsta oh minsta virde pa D. De
antas antingen i kritiska punkter i det inre av triangeln eller i punkter pa randen.
Vi borjar med att bestdmma ev kritiska punkter till f.

Vi har
Vfi(z,y)=2r—-3y—1,-3x+2y+4)=0&2r—3y=1o0ch —3z+2y=—-4

Det senare systemet har unik 16sning: * = 2 och y = 1. Man ser ldtt att punkten
(2,1) ligger utanfor triangeln D.

Vi undersoker nu de tre randsidorna:

Rity=2,0<z<1, Ro:zx=10<y<1 R3:y=00<z<1

Ri:g1(z) = f(z,2) =22 - 322+ 2?2 — 2 +4r = —22+32. Vihar g{(v) = —22+3 =
0 < z = 3/2. Punkten ligger €j i intervallet [0, 1]. Funktionvéirdena i &ndpunkterna
dr g1(0) =0, g1(1) = 2.

Rs: g2(y) = f(1,y) = y*+y. Vihar gh(y) = 2y+1 = 0 & y = —1/2. Punkten ligger
ej i intervallet 0 < y < 1. Funktionvéirdena i &ndpunkterna ar g2(0) = 0, g2(1) = 2.
Rs : g3(z) = f(x,0) = 2% — 2. g4(z) = 22 — 1 = 0 & x = 1/2. Punkten ligger i
intervallet och g3(1/2) = —1/4. Funktionvardena i &ndpunkterna ar ¢g3(0) = g3(1) =
0.

Vi har alltsa att funktionens storsta och minsta virde pa triangeln &r 2 och respek-
tive —1/4.



6.

(a) Ett sitt att visa att féltet F' &r konservativt dr att bestdmma en potential, dvs
en funktion ¢ : R? — R sadan att

dp _

9 Fi(x,y) =y + 2,
dp B

8@/ - FQ(x7y)*x

Den forsta ekvationen ger ¢(z,y) = xy + 22 + C(y) for ndgon funktion C(y).
Inséittning i den andra ekvationen ger x + C’(y) = x varav C’(y) = 0 och
dédrmed C(y) = D for nagon konstant D. Vi har ddrmed funnit att

o(z,y) =2y + 2>+ D

ar potentialer till det givna filtet.

(b) Den sokta kurvintegralen erhalles nu litt:
/F ~dr = p(1,1) — ¢(0,0) = 2.
~
Integralen kan berdknas m h a kurvintegralens definition enligt:
1 1
/F cdr = / F(r(t))-r'(t)dt = / (t2 4 2t,t) - (1,2t)dt
Y 0 0

1
= /O (242t 4 2t3)dt = [t3 + 2] = 2.

7. En normal till nivikurvan f(z,y) = 2* +y = C i en punkt (z,y) ges av Vf(z,y) =

8.

(42%,1). En normal till sokande kurvan y = g(z) i (z,y) dr (¢'(z), —1). For att
kurvan y = g(z) skall vara vinkelrétt mot alla nivakurvorna f(z,y) = C maste
vektorerna (423, 1) och (¢/(z), —1) vara ortogonala i varje punkt (z,y). Vi far alltsa:

0=(423,1) - (¢'(z), 1) = 4¢' (2)2® — 1 & ¢'(z) = 1/42® & g(z) = —1/(82%) + C.

Vilkoret att kurvan y = g(x) gar genom (1,1) ger 1 = g(1) = —1/8 + C, varav
C =9/8.

Svar: y = —1/(822) +9/8.

Se kursboken eller foreldsningsanteckningar.



