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Tentamen

Telefonvakt: Elin Solberg
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TMV036/MVE350 Analys och Linjir Algebra K Kf Bt KI, del C

Tentan réttas och bedoms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga

inlimnade papper. Fyll i omslaget ordentligt.

Betygsgréanser: 20 - 29 p. ger betyget 3, 30 - 39 p. ger betyget 4 och 40 eller mer betyget 5. (Bonuspoing
fran duggor 12/13 inkluderas.)

Resultat meddelas via Ladok senast ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Dérefter kan tentorna granskas

och hdmtas pa MV:s exp. 6ppen alla vardagar 9-13.

2. (a)
(b)
3. (a)

4. Lat

Lat f(z,y) = 2% — 2y? + 2y. Ange en normal till nivikurvan f(z,y) = 71 (2p)
punkten (3,2).

. a2f . 3 2 PAPR S
Berékna . for f(z,y,z) = x°sin(yz) + (z° 4+ y*)e* 2. (2p)

Beriikna lingden av parametriserade kurvan r(t) = 2 cos ti+v/2sintj++v/2sintk, (2p)

t € [0,2m].

Hitta arean av den del av planet 2z + 3y + z = 1 som ligger inuti cylindern (3p)
2,2

¢4y =1

Definiera vad som menas med att reelvird funktion f(x,y) dr differentierbar i
(a,b). Forklara vad som menas med linjérisering for f(x,y)? (2p)
Berikna approximativt (0.99 - €%2)® genom att bestimma linjirisering av en
lamplig funktion. (3p)
Berikna dubbelintegralen (3p)

//l)($2+y2)3/2dA

dir D #r omradet som ges av 1 < 22 4+ y? <4,z <y.
Beriikna trippelintegralen (3p)

iR

dér K &r kroppen som begréinsas av koordinatplanen och planet x +y+ 2z = 2,
dvs K = {(z,y,2) 12 >0,y > 0,2 >0,z +y+ 2z < 2}.

1 -1 ¢
A=10 4 3
0 -1 0
Bestdm matrisens egenevirden. (2p)

Undersok om det finns virden pa c for vilka A &r diagonaliserbar och ange
for eventuella sadana ¢ en matris P och en diagonalmatris D sadana att A =
PDP~L (4p)

Var god vind!



5. Vi ska bygga en ritvinklig lada utan lock. Ladan ska ha sidoldngderna x, y och z. (6p)
Sjélva stommen till ladan ska tillverkas av 12 tunna rér. Den totala lingden ror vi
ska anvénda dr 56 meter. Bestdm x, y och z sa att arean av ladans utsida (de fyra
vigarna plus botten) ska bli storsta mojliga.

6. Lat F(x,y) = (e"siny — y)i+ (e cosy — 1)j.

(a) Lat v vara linjestycket fran (0,0) till (2,0). Berdkna kurvintegralen f7 F-dr. (2p)

(b) Med hjilp av Greens formel och resultat i (a) beriikna det arbete som F utréittar (3p)
for att forflytta en partikel lings halveirkeln (z —1)24y% = 1, y > 0, fran (2,0)
till (0,0).

(c) Ar F konservativt i R?? Motivera vil. (1p)

7. Avgor om foljande tva grénsvirden existerar eller ej och bestdm i forekommande (6p)
fall deras virde (tydlig motivering krévs!)

@ tim ®) tm
a im im @ ——.
(z)—(0,0) 22 + y* (z.y)=(0,0) \/x2 + 32
8. (a) Latuj,ug,...,u, vara parvis ortogonala vektorer i R™. Visa att {uj, us,...,u,} (3p)
ar en bas i R™.
(b) Antag att uj,us,...,u, ir en ortonormerad mingd av vektorer i R”. Visa att (3p)

omaceR"sadra=(a-uj)u;+...+ (a-u,)u, och

lal?=(a-w)?+ (a-u)? +... + (a-u,)?

Motivera val.

Lycka till!
Lyudmila T



Loésningar

(a) En normal till nivakurvan ges av gradf(3,2). Vi far

g‘;:%—i-y 2‘52—4y+x
och gradf(3,2) = (8, —5).
(b)
% = 2?cos(y2)y + (2% + y?)e"
= D eosyey + (0 e

0x0z ox
= 3x?ycos(yz) + 2we” T + (2% + y?)e” T2
= 3aycos(yz) + (2 + 2z + y*)e"*
(¢) Viharr'(t) = —2sinti+v/2costj++/2costk och |[v/(t)|| = (4sin®t +2cos? t +
2cos? t)1/2 = 2. Dirmed blir kurvans lingd lika med fOZW |2/ (¢)||dt = 4.
(d) Ytan har foljande parametrisering r(u,v) = (u,v,1 — 2u — 3v), (u,v) € D =
{(u,v) : u? + v? < 1}. Vidare

r, = (1,0,-2), r,=(0,1,-3)ochr] xr, =(2,3,1).

v

Ytans area blir alltsa

S:// ||I';><I'2;HdA=// VA+ 9+ 1dA = V14(arean av D) = V147
D D

(a) Se kursboken

(b) Betrakta linjériseringen L(x,y) av f(z,y) = (ze¥)® 1 (1,0). Vi far f, = 827,
fy = 8283 och

L(z,y) = f(1,0) + fo(1,0)(z — 1) + f}(1,0)(y — 0) = 1 + 8(z — 1) + 8y.
Detta ger att

(0.99 - €%2)® = £(0.99,0.2) ~ L(0.99,0.2) = 1 + 8(—0.01) + 8- 0.2 = 2.52.

(a) Vi gar over till de poldra koordinaterna z = rcosg, y = rsinp. Vart nya
integrationsomrade blir rektangeln E = {(r,p) : 1 <r < 2,7/4 < p < 5w /4}
och vi far alltsa

2 rbr/4 572
// (2% +y?)%2dA = // . rdA :/ (/ ride)dr = [r] = 31—7T
D E 1 w/4 5 1 5

(b) Projektionen av kroppen K pa zy-planet dr triangeln 7' = {(z,y) : ¢ +y <
2,2 > 0,y > 0}. Trippelintegralen kan alltsa beriiknas enligt



2-z—y dz
dxd
1/(/ @+x+y+@Q o
2—x—y
= dxd
//{ 2+x+y+z)} e
- _//( 2+x+y)2>d:ndy
2—x
= 32(areanavT </0 2+$+y)2dy> dx
1 1 [2 2
= —— — d
16+2/0 [ (2+x+y)]0 !
_ 11/2131d
- w6 2), 4 2ra))™

2

1 111 8In2 -5
= ————|-z—In24z|| =———.
.16

/[L«2+mfg+zﬁ

Vid berédkningen av dubbelintegralen anvander vi att T" dr ett y-enkelt omrade:
0<z<2,0<y<2—zx.

Vi 16ser den karakteristiska ekvationen det(A — AI) =

1—AX -1 c
det(A — XI) = det 0 4-—X 3 =1=-XN)(A-XN(=N)+3)=0
0 -1 =X

omm A\ = 1 eller A = 3. Matrisens egenvirde (oavset vad parameter ¢ dr) ar
A=1och A=3.

Vi bestammer A:s egenevktorer. Egenvektorerna till A = 3 bestdms ur ekva-
tionen (A —3I)x = 0:

-2 -1 c -2 0 c¢+3
A-3I = 0 1 3|~ 0 1 3
0 -1 -3 00 0
c+3
och alla 16sningar till systemet ges av x = ¢ —6 [,teR.
2
Egenvektorerna till A = 1 bestdms ur ekvationen (A — I)x = 0:
0 -1 c 01 —c
A-I=]10 3 3|~]|00 c+1
0 -1 -1 0 0 0

Vi ser att om ¢ # —1 har matrisen en icke pivot kolonn och egenrummet spianns

upp av en egenvektor. Detta leder att for ¢ # —1 finns det hogst tva linjért

oberoende egenvektorer for matrisen A och déarmed blir A ej diagonaliserbar.
t

Om ¢ = —1 sa ges de samtliga egenevektorerna till A = 1 av | —s | =
S

t|1 0| +s| —11, (ts) # (0,0). I detta fall finns det 3 linjért oberoende
0 1



egenvektor till A: t.ex.

[ 2 1 0
vi=| =6 |,vo=1]0|,v3=1| —1 |,
| 2 0 1
och A= PDP~! dir
[ 2 1 3 00
P=| -6 0 —-1|,D=]010
| 2 0 1 0 01

5. Vihar 4x+4y+4z = 56 och arean av ladans utsida ges av A(z,y, 2) = xy+2x2+2yz.
Det giiller att bestdmma det storsta virdet av A(z,y, z) under bivillkoren z+y+2z =
14, 2 >0,y >0,2>0.Urz+y+2z =14 far vi z = 14 — z — y. Inséttningen i
A(z,y, z) ger att arean blir

S(z,y) =zy+2zx(14 —z —y) + 2y(14 — x — y) = 28z + 28y — 222 — 2> — 3zy.

Problemmet reduceras till att bestdmma storsta virde for funktionen S(x,y) i om-
radet {(z,y) : > 0,y > 0,14 — z — y > 0} som &r en Sppen triangel. Lat D
var triangeln med randen. En sats fran kursen ger oss att S(z,y) har ett storsta
virde pa D och det antas antingen i kritiska punkter i det inre av D eller pa ran-
den. Vi borjar med att betsimma kritiska punkter: S, = 28 — 4z — 3y = 0 och
S?; = 28 — 4y — 3z = 0. Systemet har en l6sning x = y = 4 och S(4,4) = 112.

Vi undersoker sedan tre randbitarnas:
Ri:y=00<z<14; Ry:y=14—-2,0<z<14och R3:z=0,0<y<14.

Ry : g1(z) = f(z,0) = 282 — 222, Vi har ¢{(z) = 28 — 42 = 0 & x = 7. Den
kritiska punkter ligger i intervallet 0 < x < 14 och ¢;(7) = 98. Funktionvirdena i

dandpunkterna dr ¢1(0) = ¢g1(14) = 0. Darmed blir funktionens storsta virde pa Ry
98.

Av symmetri skéll géller detta dven for randbiten Rs.

Ry : go(x) = f(x,14—x) = 14z —22. Vi har gh(x) = 14—2z < x = T och go(7) = 49.
I dandpunkterna har vi g2(0) = g2(14) = 0.

Vi har alltsa att funktionens storsta virde pa det slutna omradet dr 112 som antas
i den inre punkten (4,4). Detta blir &ven den storsta viirde i den 6ppna triangeln.

Svar: Storsta arean dr 112 da = y = 4 och z = 6.

6. (a) vy parametriseras enligt: r = r(t) = ti + 0j, t € [0, 2]. Darmed
2 2
/F dr = / F(r(t)) -v'(t)dt = / (0i+ (e —1)j) - i+ 0j)dt =0
o 0 0

(b) Lat C vara den postivt orienterade randen av halvcirkelskivan D: (z—1)2+42 <
1, y > 0. Enligt Greens formel

0 0
F‘dr:// ( e’cosy—1)— —(esiny — >dA:// dA = Arean D = /2.
A [ (gt cosy=1) = (e siny —) [ /

Randen C' bestar av kurvan + fran (a)-delen och moturs orienterad halvcirkeln
o:(x—1)2+9%2=1,y>0. Vihar alltsa

Arbetet—/F-dr—%F-dr—/F-dr-w/Q—O—w/Z
o C 0



(c) F &r inte konservativt, ty kurvintegralen ldngs sluten kurvan C' &r inte noll.

7. (a) Vi ska se vad som hénder med f(z,y) = % néir (z,y) ndrmar (0,0) fran
olika hall: néir (x,y) nidrmar sig origo lings z-axeln sa dr punkterna pa formen
(x,0), och vi far

2
0)=———=1—=1,;
/(. 0) 224+ 0 ’
nir (z,y) ndrmar sig (0,0) lings y-axeln, vi har punkter (0,y) dér y gar mot
0 och
0,y) = —=0—0.

Detta visar att funktionen saknar gransvirdet da (x,y) — (0,0).

(b) Lat f(z,y) = \/g%yz Vi har

2 2 2 2
xy T +y rt+y R
0 < /(@) = 2 < v / —— = Va2 + 42 5 0.di (2,9) = (0,0)
VT +y VIt +y

Detta visar att  lim  f(z,y) = 0.

(z,y)—(0,0)
8. (a) Se kursboken hur man visar att uj,...,u, &r linjart oberoende. n stycken
linjart oberoende vektorer i R™ bildar en bas i R”.

(b) Enligt (a) dr uy,...,u, en basi R”. Daom a € R" sa éra = cju; +...+cyu,
for nagra konstanter ¢y, . . ., ¢,. Multiplicera skaléirt bade leden av likheten med
uy och far

a-u = Cpug - U — Cg,
ty u; -ug =0 om i # k och ug - u, = 1.
Viharalltssa=ciu; +... +cpu, med ¢ =a-ug, k=1,...,n.
Den andra likheten foljer ur: om ¢ = a - ug sa ar

lal? = a-a=(ciui+...4+couy) - (crug + ... + cpuy)
= c%ul-ul—l—...#—ciun'un
= (a-uw)?+...+(a-u,)

Vi anvénder igen att u; - up =0 om ¢ # k och ug - ug =1



