Matematik
Chalmers tekniska hogskola 2014-04-24

Tentamen TMV036 Analys och linjir algebra K, Kf, Bt, del B

Telefonvakt: Katarina Blom, telefon 772 10 97 Plats och tid: V, f.m.
Inga hjalpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Skriv vél, motivera och forklara vad du gor.

Betygsgrénser: 20-29 p. ger betyget 3, 30-39 p. ger betyget 4 och 40 p. eller mer ger be-
tyget 5. Maxpoéang ar 50.

Losningar kommer att ldggas ut pa kurshemsidan forsta arbetsdagen efter tentamens-
tillfallet. Resultat meddelas via epost fran LADOK.

LOSNINGAR
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(a) Visa att kolonnerna i A &r linjért oberoende (5p)
(b) Vilken rang har A och vilken dimension har nollrummet till A? (motivera ditt (2p)

svar).

(c) Bestdm en 4 x 4 matris C' sadan att rangen for matrisen A — C' &r 3. (3p)

(a) Az = 0 har bara den triviala 16sningen @ = 0 ty
2 —1 0 010 1 0 0 0|0
A |-t 2 -1 ofo| . Jo1o0o0f0
0 —1 2 =110 001010
0 0 —1 210 00010

(b) 4 pivotkolonner = rang 4. Dimensionen pa nollrummet &r 0 (antalet kolonner i
matrisen minus rangen).

(c) En matris sadan att vi far 3 pivotkolonner. Lat tex

2000

-1 0 0 0

C= 0000
0000

2 (a) Anvind variabelsubstitution och bestam / cos(ﬁ)gdm (3p)
T 1
(b) Bestdm ldngden pa kurvan y = In ¢ . da2<x<4 (3p)
61}

1

1
(c) Visa att/ e dr = 2/ e dx (3p)
0

-1



(d) Visa varfor man far olika svar nir man bestdmmer en approximation till

1 1
/ e d respektive 2 / e~ dz med vinster rektangelregel och h = 0.2
-1 0

(bredden pa varje rektangel = 0.2).

(a) / cos(ﬁ)gdx = [Zﬁfﬁl } = / w?cos(u) du = [PI] = u?sin(u) —

de 2V
2/usin(u) du = [PI] = --- = u*sin(u)+2u cos(u) —2sin(u) +C = zsin(v/z)+
2v/x cos(v/x) — 2sin(v/x) + C
e’ —1 e’ +1 (e +1)e” — (e — 1)e” 2e” . .
(b) y = In T 1 =y = e = T Léangden pa
4 2z 4 x —x
kurvanbhrL—/ dx—/ ‘ +1da::/ ialx:
62 , €2 —1 , €T —e 7
1 et +1
—z _ 2 —
[In|e” — H = In(e* — g) In (e — g) In >

(c) Integranden f(z) = e *" &r en jamn funktion (f(z) = f(—z)) och integrations-
intervallet &r symmetriskt runt 0.

(d) Eftersom integranden vixer pa intervallet [—1, 0] blir vénster rektangelregel en
undersumma L (ett lite for litet virde). Analogt eftersom integranden avtar
pa intervallet [0,1] blir vinster rektangelregel en 6versumma U (ett lite for

stort virde). Da man beréknar en approx till f_ll e*dx adderar man L och U.
Approximationen till 2 fol e~ dz blir 2U, och L + U # 2U.

3 Lat

y" 4+ 2y + 2y = e " sin(z)
(a) Bestdm alla losningar till differentialekvationen.
Ansitt y, = Aze " cos(z) + Bre *sin(x) for partikularlosningen.

(b) Differentialekvationen har ordning tva. Skriv om den till ett system av forsta
ordningen.

(c) Man har 16st differentialekvationen numeriskt med Matlab’s ode45 pa intervallet
0 < x < 7 och ritat foljande figurer:
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Vilka begynnelsevéirden har anvénts? Bestdm &ven konstanterna i homogenlos-
ningen i (a).

(4p)



(a) Karekteristisk ekvation r? 4+ 2r + 2 = 0 har rotterna 715 = —1 + i vilket ger
homogenlésningarna y, = Cre™* cos(z) + Coe™ " sin(x).
For partikuldrlosningen ansétts y, = Azxe™™ cos(z) + Bre " sin(x).
Vi far y, = e~ cos(z)(A — Ar + Bx) + e *sin(z)(B — Bx — Axr)
och y = e~ cos(z)(2B — 2Bx — 2A) + e "sin(x)(24z — 24 — 2B).
Yy, + 2y, + 2y, = -+ = 2Be™" cos(x) — 2Ae” " sin(z), dvs vi maste ha B = 0 och
A = —1/2 for att hogerledet ska bli e~ sin(x).
Svar: y = yp + yp, = Cre™" cos(x) + Cre™"sin(z) — sze™ cos(x)
(b) Lat u; =y och ug = y'. Vi far

{ Uy = Uy

uh = —2uy — 2uy + e *sin(x)

(c¢) I den vinstra figuren ser vi att y(0) = 0 och i den hogra ser vi att 3/(0) = —0.5.
y(0) =0 ger C; = 0.
Y =y, +y, = e Tcos(w)(—1/2 4+ 1/2x) + e " sin(x)(—1/2x) — Coe™"sin(x) +
Cye™7 cos(x)
och y'(0) = =1/2+ Cy = —1/2 ger Cy = 0.

4 I figuren till véanster nedan har man ritat en kvadrat innesluten i enhetscirkeln.
Kvadratens horn har koordinaterna (0,1),(1,0),(0,—1) och (—1,0). I den hogra fi-
guren har kvadratens horn roterats § radianer moturs.

(a) Hérled en rotationsmatris A som transformerar (roterar) hornkoordinaterna i (4p)

kvadraten % radianer moturs.

(b) Anvénd rotationsmatrisen fran (a) uppgiften och bestdm koordinaterna for (2p)
kvadratens hornpunkter i den hogra figuren.

(c) Visa att avbildningen &ar bijektiv (bade injektiv och surjektiv). (3p)

(a) Enhetsvektorerna [
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} och { 1 } avbildas pa { sin(2) } = { @ respektive
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(c) A &r inverterbar, ty det A = —1 — 32 = —1 % 0 och alltsd &r avbildningen
bijektiv.
5 (a) Los differentialekvationen y'(x) = 2xy(x), dar > 1 och y(x) > 0. (3p)
(b) Los y(x) =2+ 2/ ty(t)dt (3p)
2

(a) Separabel, skriv om till % — 2. Vi far In|y(z)| = 22 + C4, dvs y(z) = Ce*”.
(b) Vi ser att /() = 2zy(z) som ju har 16sning y(z) = Ce®".
y(2) =2+ f; ty(t)dt =2, dvs 2 = Ce* = C = % och y(z) = Ze® = 2¢" 1

Lycka till !!
onskar Katarina



