Matematik
Chalmers tekniska hogskola 2015-01-15

Tentamen TMV036 Analys och linjir algebra K, Kf, Bt, del B

Telefonvakt: Anders Martinsson, telefon 0703-088304 Plats och tid: V, f.m.
Inga hjalpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Skriv val, motivera och forklara vad du gor.

Betygsgrénser: 20-29 p. ger betyget 3, 30-39 p. ger betyget 4 och 40 p. eller mer ger be-
tyget 5. Maxpoéng ar 50.

Losningar kommer att ldggas ut pa kurshemsidan forsta arbetsdagen efter tentamens-
tillfallet. Resultat meddelas via epost fran LADOK.

LOSNINGAR

1 En n x n matris A &r positivt definit om A #r symmetrisk (dvs A = A”) och om
T Az > 0 for alla n x 1 vektorer « # 0

(a) Lat A = [ ; g } Visa att A &r positivt definit. (4p)
(b) Visa att varje positivt definit matris ar inverterbar. (4p)

.. . T
(a) A &r symmetrisk, ty A* = [ 9 5 \ 9 5

:)3% + 22129 + 22921 + 5:)3% = :17% + dx19 + 5:8% = (o1 + 219)? + $§ >0dax#0.
(b) Om A é&r singulér (icke inverterbar) finns ett & # 0 s.a. Ax = 0 och da ar dven
xT Az = 0 vilket strider mot att A #r positivt definit.

1 2}:A.Létw:[il}.wTAw:[x1 $2][1 2}

1 2 3 4 5
2 Lat B = 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15

(a) Bestdm bas for nollrumet till B. Bestdm &ven rangen for B. (5p)

(b) En permutationsmatris P &r en (kvadratisk) matris som har precis en etta i (3p)
varje rad och varje kolonn och vars 6vriga element &r 0. Bestdm en permuta-
tionsmatris P sadan att produkten

5 2 3 4 1
BP=|10 7 8 9 6
15 12 13 14 11

1 2 3 4 5|0 10 -1 -2 =30
(a) 6 7 8 9 10/0|~-—--~[01 2 3 4|0
11 12 13 14 150 0 0 0 0 0]0
Rangen for B ar 2, ty 2 pivotkolonner. Vi far x3, x4, x5 fria. Lat x3 = s, x4 =
t, x5 = u, vi far



T 1 2 3
) —2 -3 —4
x=| 3 | =sv+tvstuvs =s 1|+t 0 [4+u 0 | dar vy, vo,v3
Ty 0 1 0
Is 0 0 1
ar bas for nollrummet till B
00 0O01
01 000
() P=|10 0100
00010
100 00

3 Observera att angiven teknik maste anvéndas for att podng ska erhallas pa uppgiften.

(a) Anvind variabelsubstitution och bestdm / \/55’27 (4p)
(b) Anvénd partiell integration (2 ganger) och bestdm / r¥sinz dr (4p)
, u=1ax%+1 ,
x | du=2zdx B du_3 2712 3 4
@ [ gt = | o | = e ] =5

r=1—-u=2
(b) /x2sinx dx = (—cosx)xz—/(— cosx)2x dr =
—xzcosx+(sinx)?x—/(sinx)Q dr = —x*cosz + 2rsinz + 2cosz + C =

(2 —2®)cosz + 2zsinz + C

4 Betrakta randvéardesproblemet

{ y'(x) +y(z) =0
y(0) =0,y(7/2) =1

(a) Bestam losningen till ranviardesproblemet ovan genom att forst bestdmma alla  (5p)
l6sningar till y”(z) + y(x) = 0 och sedan bestdmma konstanterna med hjilp av
randvérdena.

(b) Formulera ett begynnelsevirdesproblem for ekvationen ovan. Begynnelsevirdes- (3p)
problemet ska ha samma losningar som randvéardesproblemet ovan och det ska
vara formulerat som ett system av forsta ordningens ekvationer. Motivera valet
av begynnelsevirden. (4p)

(c) Bestdm en partikulirlosning till y”(z) + y(z) = 23

(a) Karakteristisk ekvation r? + 1 = 0 har l6sningarna r = +i. Vi far y(z) =
Acosz + Bsinz. y(0) = 0= A =0och y(r/2) =1 = B = 1. Dvs y(z) =
sin(zx).



(b) Lat ui(x) = y(z) och us(x) = y'(x). Vi far da uj(x) = wus(x) och u)(z) =

—uq(x). Vi har begynnelsevirdena u,(0) = y(0) = 0. Eftersom y(z) = sinz
(fran (a) ) far vi y/(z) = cosx och cos0 = 1, dvs. uy(0) = 1 Vi far begynnelse-

véardesproblemet
uh () = us(z)
uy(x) = —uy (2)
ul(O) = O,UQ(O) =1

(¢) Ansétt y, = Az®+Ba?+Cz+D. Vifar y, = 3A2z*+2Bz+C och y) = 6Az+2B
och dédrmed
Yo +y, = 6Az+2B+ Az’ + B+ Cx+ D = 2*A+2°B+2(6A+C) + 2B+ D.
Identifiering med hogerledet 23 ger
A=1
B=0
6A+C =0,dvs.6+C=0=C=—6
2B+ D =0dvs. D=0.
Vi far y, = 2® — 6z

5 (a) Berikna =

2+31°

(b) Anvénd definitionen for den komplexa expontentialfunktionen och visa att

(1+4)e + (1 —d)e™ &r reellt

(a)

A—i  (4—i)(2-3) b5-—14 5 14
= = = — - —1

2+3i  (2+3i)(2—3i) 44+9 13 13

(b) (1 +i)e + (1 —i)e ™ = e + e + i(e' — ™) =

cos(t) + isin(t) + cos(t) — isin(t) + i(cos(t) + isin(t) — cos(t) + isin(t)) =
2 cos(t) +i(2isin(t)) = 2(cos(t) — sin(t))

6 Man har anvént matlabkoden nedan med olika varden pa n for att rita spiralerna

i

figuren nedan. Ju storre viarde pa n som anvinds, desto mer spirallik blir kurvan.

Om n — oo far man arkimedes spiral.

n
t
x =
y
p

= 10;

= linspace(0,4*pi,n);
@(t)t.*cos(t);
@(t)t.*sin(t);
lot(x(t),y(t));



(a)

(b)

10 10

5 5

0 0

-5 -5

-10 -10
_1—510 -5 0 5 10 _1—510 -5 0 5 10

Formulera en formel for att bestdmma lédngden L pa polygontaget som ges
av matlabkoden ovan. (Du far svara i matlabkod om du vill, men det &r inte
nodvéndigt).

Hérled en formel for att bestdmma langden (analytiskt) pa spiralen i figuren
ovan. Anvind sedan den formeln for att bestimma lingden pa den del av spi-
ralen som ligger mellan vinklarna ¢ = 0 och ¢t = 2.

(a)

Polygontagets lingd kan berédknas med

L= Z V(ti1 cos(tipr) — ti cos(t:))? + (fir sin(fip1) — tsin(t;))?

dar tOIO,tlzh,tQIQh...t10:4ﬂ' OChh:47T/9

Lat
x(t) = tcos(t)
y(t) = tsin(t)
0<t<2

Vi far

L= Z V(@(tirn) = 2(t))? + (y(tisn) — y(1))? =

Z (ti+1) (t'))2 4 (MP tigr —ti] —

Liy1 — Liy1 — t;

/ V' ()2 +y'(t)? dt dan — oo
0

2'(t) = cos(t) — tsin(t) och 2/(t)? = cos?(t) + t?sin?(t) — 2t cos(t) sin(t)
y'(t) = sin(t) + t cos(t) och y'(t)? = sin®(t) + t% cos?(t) + 2t cos(t) sin(t)

2 2
Vi far / V! (t)? 4y (t)2dt = / V1 + t2dt = [enligt formelblad]
0 0
t 1 1
= [GVE+ 1+ g+ Ve + DZ =5+ S (2 + V5)

Vihar {

Lycka till !!
onskar Katarina

(2p)

(5p)



