Matematik
Chalmers tekniska hogskola 2015-04-13

Tentamen TMV036 Analys och linjar algebra K, Kf, Bt, del B

Telefonvakt: Katarina Blom, telefon 772 10 97 Plats och tid: V, e.m.
Inga hjalpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Skriv val, motivera och forklara vad du gor.

Betygsgrénser: 20-29 p. ger betyget 3, 30-39 p. ger betyget 4 och 40 p. eller mer ger
betyget 5. Maxpoéang &ar 50.

Losningar kommer att ldggas ut pa kurshemsidan forsta arbetsdagen efter tentamens-
tillfallet. Resultat meddelas via epost fran LADOK.

LOSNINGAR

1 En n x n matris D #r positivt definit om D #r symmetrisk (dvs D = D”) och om
"Dz > 0 for alla n x 1 vektorer « # 0

(a) Lat D = [ _g g } Visa att D inte dr positivt definit. (3p)
(b) Lat
d 0 ... 0
D— 0 d :
E 0
0 ... 0 d,

vara en n X n diagonalmatris. Visa att D &r positivt definit bara om alla (4p)
diagonalelementen d; > 0.

(¢) Antag att D &r en n X n positivt definit diagonalmatris. Vilken rang har da (2p)
matrisen. Motivera ditt svar.

(a) [ 21 xa][_g ngl}:[:cl xg][_5xl]:—5mf+5m§

) 533'2

och —52% + 523 < 0 for tex « = {(1]}

(b) 2’ Dx = Z d;z? som #r > 0 for alla « # 0 bara om alla d; > 0
i=1
(c) Rang n. Eftersom D é&r positivt definit ar alla diagonalelementen nollskilda,
dvs det finns ett pivotelement i varje kolonn i D.
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I den vinstra figuren ovan har man farglagt arean som innesluts av f(z) = T on’s
sin” x

och x-axeln mellan 0 och % I den hogra figuren har man farglagt arean som innesluts

- = _ 1
av g(z) = e och x-axeln, mellan 0 och —.
a) Visa att areorna i bigge figurerna &r lika stora p
(a) Visa att i bigge fig ar lika st (3p)
(b) Beridkna arean (2p)
, 1 cosx
(a) Arean av det vénstra omradet ges av / ————dx.
o l+sin“z
sinx =1 )
1 cosx cosxdx = dt vz o1 .
————dr = —0—t=0 = —th som dr arean av om-
o l+sin“z r=UV—t= o 1+t

_ _ 1
radet i den hogra figuren.
1
va o1 —_— 1
(b) / ’ dt = [arctant]y® = arctan —
0

1+¢2 V2

3 (a) Foljande begynnelsevirdesproblem utgor en matematisk modell for fortvalning (5p)
av etylacetat med natriumhydroxid

{ y'(t) = (a—y)—-y),t >0
y(0) =0

a och b &r startkoncentration av etylacetat respektive natriumhydroxid. y(t) ar
koncentrationen av bildad etanol vid tiden ¢. Lat a = 1 och b = 2 och antag
att y < a och y < b. Los begynnelsevirdesproblemet.



Ledning: Differentialekvationen &r separabel och kan skrivas

1 ;o
TETCE

Anvind partialbraksuppdelning for att integrera vansterledet.
(b) Los begynnelsevirdesproblemet i (a) uppgiften pa intervallet 0 < ¢ < 0.5 med (4p)
Euler’s metod. Anvéind steglingden h = 0.25.
(c) Lat
y" 4+ 2y + 2y = e " sin(x)
Bestam alla l6sningar till differentialekvationen. (5p)
Ansétt y, = Azre " cos(z) + Bre *sin(x) for partikulérlosningen.

(a) Ekvationen kan skrivas

1 I
—y —
(1-y)2—-y)
Anvand partialbraksuppdelning for att integrera vénsterledet
1 A B

= +
I-9)2-y) w-1) (-2
Multipliceera med vénsterledets ndmnare
1=Aly—2)+B(y—1)=y(A+B)—2A—-B
Identifiering ger

{(A+Bﬁw
—2A-B=1

Vifar A=1och B= -1, och

. _dy=Tnly—1|—In|y—2
[ 25— g =l ==y =2+

/dt:t+C'2

Utnyttja att 0 <y < 1, och vi far
In(l—y)—In@2—y)=t+C

y(0)=0=C=—1In2

(b)
y(0) =0
y@) y(0) + h(1 - @D@—y®D—0+ (1-0)(2-0) = 3
y(3) =y +h(1—y(7)2—y() =5+11-3)2—3) =1

(c) Karekteristisk ekvation r? + 2r + 2 = 0 har rotterna r;o = —1 4 ¢ vilket ger
homogenlésningarna y, = Ce~* cos(z) + Coe™ " sin(x).
For partikuldrlosningen ansétts y, = Axe  cos(x) + Bre " sin(z).
Vi far y, = e~ cos(v)(A — Ax + Bx) + e “sin(x)(B — Bx — An)
och yy =e™* cos( )(2B — 2Bz — 2A) + e *sin(z)(2Ax — 2A — 2B).
Y, + 2y, + 2y, = - - = 2Be™" cos(x) — 2Ae” " sin(z), dvs vi maste ha B = 0 och
A= —1/2 for att hégerledet ska bli e~* sin(z).
1

Svar: y = yp +yp = Cre™" cos(x) + Cre™" sin(x) — sze™" cos(x)



4 Betrakta avbildningen som beskrivs av bilden nedan

2 y = F() -

X1 X1

(a) Ange standardmatrisen A for avbildningen.
(b) Vilken standardmatris har den omviinda avbildningen = F~'(y) ?

(¢) En rotation moturs med vinkeln € ges av standardmatrisen

sin 6 cos 0

A {cos@ —sin@]

Om vi istéllet roterar medurs, vad far vi da for standardmatris? Motivera ditt
svar.

(a) ViharF(el):{g},F@z):{H séAz[g H

1 _
(b) Avbildningen & = F~'(y) har standardmatrisen A~ = = [ L -1 }

210 2
(c¢) Rotera med vinkeln § medurs ger samma resultat som att rotera med vinkeln
—6 moturs. Darfor far vi standardmatrisen B = 6989 sin 0
—sinf cosf

5 Betrakta randvardesproblemet

—2u" =200z,0 <z <1
u(0) =1,u(l) =2

(a) Skriv om problemet till en matrisekvation genom att dela in intervallet for z i 5
likformiga delintervall (med lingden h = 0.2) och ersidtta andraderivatan med
u(x 4+ h) — 2u(x) + u(x — h)
12

differensapproximationen u”(z) =

Vi vill se matrisen och hogerledsvektorn.

(b) Hur manga elementéra radoperationer behover man (minst) utféra for att
radrecuera matrisen fran (a) uppgiften till trappstegsform (triangulér form) ?
Antag matrisen dr av storleken n x n. Motivera ditt svar.

(c) Berdkna determinanten for matrisen i (a) uppgiften.
Ledning: Om du inte 16st (a)-uppgiften men vill svara pa (b) och (c), utga fran att

matrisen i (a) har nollskilda element pa huvuddiagonalen och de tva diagonalerna
narmst 6ver och under huvuddiagonalen. Alla andra element &r 0.

(2p)

(4p)



(a) Lat h = 0.2. Infor o; = ih,i =0,1,...5. Lat u(x;) = u;. Vi far
Ui1 — 2U; + Ui

—2u" (x;) = —2 2 = 200z; och
Utnyttja att ug = 1 och us = 2, vi far matrisekvationen

2 -1 0 0 Uy 1.8

-1 2 -1 0 upy || 1.6
0 -1 2 -1 ug | | 24
0o 0 -1 2 Uy 5.2
(b) For att nollstéilla diagnonalen under huvuddiagonalen behovs n — 1 elementéira

radoperationer.

(c) det A =5 (anvind tex. cofaktor-utveckling langs forsta raden)

Lycka till !!
onskar Katarina



