Losningsforslag till tentamen
MVE465, Linjiar algebra och analys fortsidttning K/Bt/Kf

160109 kl. 14.00 - 18.00

Examinator: Thomas Wernstal, Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Thomas Wernstal , telefon: 031-7723557
Hjialpmedel: Inga hjidlpmedel ar tillatna. Ej heller minirdknare.

For godkint pa tentamen krivs minst 20 podng da eventuell bonuspoing dr inriknad. For godkint pa kursen
krivs ocksa att du dr godkédnd pa kursens datorévningarna. For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 30 resp. 40 podng

pa tentamen, inklusive bonuspoing.
Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlamnade papper.

Tentan réttas och bedéoms anonymt. Losningar ldggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensda-
gen. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfille meddelas pa

kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.
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(b) Lat A = / sin (Inz) dz. Anvénd partiell integration for att visa att
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ey =5

N
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Svar: / re ™ dr = e ?
3 2

A=e(sinl —cosl)+1—A
och bestidm sedan, med hjilp av detta, virdet pa A.

e e 1
Lésning: A = / sin (Inz) dz = [zsin (Inz)]] — / x cos (In :):); dr =
1 1

e e 1
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=esinl — (ecosl —1+ [ sin(lnz) d:c> =e(sinl —cosl)+1—A
1
Av detta foljer att 2A = e(sin1 — cos 1) + 1 och diirmed A =  (e(sinl —cos1) + 1)

1
Svar: A = 5 (e(sinl —cos1) 4+ 1)

1
2. Lat D vara det omradet i xy-planet som beskrivsav 0 <y < ———— 1 <2z < 2.
Vr(r +1)

Berikna volymen av den kropp som bildas da omradet D roterar kring z-axeln.

Losning: Rotationsvolymen V' kan beriknas enligt foljande;
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Svar: Volymen av rotationskroppen ér 7 (ln 3~
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3. (a)

2\, —_ 5,2
Los begynnelsevérdesproblemet { (A +a27)y =y

y(0) =1
dy dx dy
o e . 2N,/ __ 2
Losning: (1+2%)y =y° & ? 522 / /1—i—:c2 &
& — —arctanz+C < y=—"

Y arctanz + C
Begynnelsevillkoret y(0) = 1 ger att 1 = —1/C dvs. C' = —1.

1

Svar: Losningen pa begynnelseviardesproblemet dr y = —————
1 — arctanx

Bestim alla l6sningar till differentialekvationen 3" (t) + v/ (t) — 2y(t) = 4t

Svar: Differentialekvationen ar linjdr med konstanta koefficienter och dess karakte-
ristiska ekvationen 72 +r —2 = 0 har l6sningarna r; = —2 och r9 = 1 sa motsvarande
homogena differentialekvation har den allménna 16sningen y;, = Cie™ 2 + Chel. Som
partikuldrlésning ansétter vi y, = At + B som insatt i differentialekvationen ger att
A — 2(At + B) = 4t. Identifikation av koefficienter i vénster- och hogerled ger da att
—2A=40ch A—2B=0dvs. A= —-2o0ch B=—1.

Svar: Den allménna 16sningen pa differentialekvationen ér y = Cre™ 2 + Coel — 2t — 1.

0 3 3
4. Latvi=| 1 | ,vo=] 2 och wvg= 1
2 1 -1

(a)

5. Lat A =

(a)

Bestdm (om mojligt) en vektor b € R? som inte kan skrivas som en
linjairkombination av vektorerna vi,vo,vs. (Motivera ditt svar!)

Lo6sning: b ér en linjirkombination av v, vo, v om det finns z1,x2,x3 € R
sadana att x1vy + xove + x3vy = b dvs.om Ax = b, dir A = [v1 vy v3 ]
Radelimination pa totalmatrisen for detta system ger;

03 3 bu 1 2 1 ba 1 21 ba
12 1 ba|~|0 3 3 b1 ~10 3 3 b1
2 1 —1 b3 0 =3 =3 b3—2b 0 0 0 by —2ba+103

Vi ser att systemet saknar 16sning precis da by — 2bs + by # 0. Det ar létt att hitta
vérden pa by, be, by som inte ger likhet (ndstan alla slumpvisa val) t.ex. kan vi vilja
b1 och by fritt och sedan se till att vilja bs sa att by — 2bgs + b3 # 0. Med by = by =0
sa duger vilket bg # 0 som helst t.ex. b = [0,0, l]T.

Svar: T.ex. b =0,0, l]T
Ar vektorerna v1, vo,v3 linjirt oberoende ? (Motivera ditt svar!)

Svar: Om vi, Vo, v3 vore linjirt oberoende s& skulle de ocksa bilda en bas for R?
(ty R3 har dimensionen 3 vilket innebér att varje uppsittning av 3 linjért oberoende
vektorer for R3 bildar en bas for R?). Men om vektorerna bildade en bas for R? sa
skulle alla vektorer i R? kunna skivas som en linjarkombination av vektorerna, vilket
vi sett i (a) att sa inte &r fallet.

Alternativt framgar det ocksa av radeliminationen i 16sningen till (a) att de inte &r
linjért oberoende ty det finns ofndligt med 16sningar till systemet Ax =b da b = 0.

1 0 -2 0
3 1 41
2 -3 41
2 3 -1 0

Berikna det(A) och forklara pa vilket sitt determinantens virde
visar att A &r inverterbar.

(4p)

(2p)

(3p)



(b)

Loésning:

1 0 -2 0 1 -2 0
1 4 1 — 1 4 1
det) =1 9 3 4 1|7 5 -4 00|
2 3 -1 0 2 3 -1 0
1 0 -2 -3 6 0 g
=5 -4 0 |= 5 =4 0 |= 5_4——42
2 3 -1 2 3 -1
Svar: det(A) = —42. A dr inverterbar eftersom det(A) # 0.
Bestéim elementet pa rad 3 och kolonn 2 i A~
1
Lésning: Enligt Sats 3.3.8 dr A1 = det(A) Adj(A) och speciellt
foljer att elementet pa rad 3 och kolonn 21 A~ ér;
1 00
1 -1 1 11-31 -3
——(Cy3=——det(Ay3) =— |2 -3 1|=— =
det(A) 7 = (A tn) = 3 5 50| ® ‘ 30 ‘ 42

Svar: Elementet pa rad 3 och kolonn 2 i A~! &r —1/14.

6. Lat L vara den linje i planet som gar genom origo och punkten (1, 3) och lat;

(a)

111 3
A=—
10 [ 39 }
Bestam den ortogonala projektionen av (4, —2) pa linjen L.
Lésning: Den ortogonala projektionen y av y = (4, —2) pa den linje L
som spénns upp av vektorn u = (1, 3) &r;

-u -2 -1

N ) y
y= y=——u=—(1 = —1
projy, —u 1()( ,3) 5 (1,3)

-1
Svar: ?(1,3)

Visa att A &r standardmatrisen for den linjédra avbildning som
motsvarar projektion av punkter i planet pa linjen L.

Lésning: Om vi betecknar avbildningen med T sa ges standardmatrisen av
A=[T(e) T(e2) |, dér ey =(1,0) och ez = (0, 1) &r standardbasen i R?.

Vi far att;
A . e -u 1
T =& = = =—(1,3
(e1) = & = proj e T o 10( ,3)
A . € - u 3
T =&y = = =—(1,3
(e2) = & = proj e o 10( ,3)
sa

A:[l/m 3/10]_110[1 3]

3/10 9/10 1003 9

Bestam alla egenvirden och egenvektorer till A.

e Cl1/10-x  3/10 |
Losning: det(A—N) = /10 9/10 — A ‘—
1 9 9
= (= - N(=-N—-—=X A=A\ -1
(10 )(10 ) 100 ( )

Egenvirdena till A &r saledes 0 och 1.

-1
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Lat oss nu bestdmma egenvektorerna till respektive egenvérde;

s [1/10 3/10 13 [ -3
A=0:4 01[3/10 9/10} {0 0},Egenvektorer.s[ 1 :|,S€R
A 1T —-9/10 3/10 -3 1 ) 1
A=1:A4 11—[ 3/10 _1/10] [ 0 0},Egenvektorer.s[3],seR

Egenvirdena och egenvektorerna till A kan alternativt ocksa bestdmmas bara genom
att studera motsvarande linjdra avbildning. Det &r t.ex. uppenbart att alla punkter pa
linjen L, dvs. punkter av typen s(1, 3), projiceras pa sig sjilva dvs. T'(s, 3s) = (s, 3s),
vilket alltsa betyder att 1 dr ett egenvirde med egenvektorerna s(1,3). Vidare inses
ocksa latt att alla punkter pa linjen genom origo och (—3,1) projiceras pa origo,
eftersom denna linje &dr vinkelrdt mot den givna linjen L. Alla punkter av typen
s(—3,1) projiceras saledes pa origo dvs. T'(—3s,s) = 0 = 0(—3s,s), vilket alltsa
betyder att 0 dr ett egenvirde med egenvektorerna s(—3,1).

Svar: Matrisen har egenvirdena 0 och 1 med tillh6rande egenvirden

s[ -3 1 ]T,SGR, respektive s[ 1 3 ]T,s eR
4 1 =2 -1
7. LatA=]3 2 1 1
1 1 1 1
(a) Bestdm en ON-bas for kolonnrummet till matrisen A.
Losning:
4 1 -2 -1 1 1 1 1 1111
A=13 2 1 1|~]0 -1 -2 =2 |~[0 1 2 2
1 1 1 0 -3 -6 -5 0 001
Av Sats 2.8.13 i Lay vet vi att pivotkolonnerna i A bildar en bas for kolonnrummet
dvs;
4 1 —1
a] = 3 ,ag — 2 , 4 = 1
1 1 1

Men 3 linjirt oberoende vektorer i R? bildar ocksd en bas for R? (enligt Sats 2.9.15)
och spanner da speciellt upp hela R?, s& kolonnrummet till A &r hela R3. Enklast
viiljer vi darfor standardbasen i R? som ON-bas fér kolonnrummet dvs.

1 0 0
e] = 0 ,e9 = 1 ,e3 = 0
0 0 1

Om man inte gor denna observation utan istéllet férsoker anvinda Gram-Schmidts
ortogonaliseringsmetod sa far man jobba lite mer for att fa fram en ON-bas. I denna
metod har det ocksa betydelse for kalkylerna i vilken ordning vi anvénder vektorerna
aj, as, a4 ovan. Eftersom a; och a, ar ortogonala bérjar vi lampligen algoritmen med
dem. Vi séitter x; = a4, Xo = aj, X3 = ag och far da;

vi=xi—ag=[-1 1 1]"

. T
V2=X2—x2v1V1:X2=a1=[4 3 1]

Vi-Vi
_ _ X3'V1 _ X3'Va _ _ 2, U, 17 _ =T
V3 =X3— v vava V2 T 82 7 384 — 5581 = g [ 2 5 7 ]

Normerar vi dessa vektorer sa far vi ON-basen;

-1 4 -2



8.

Svar:Standardbasenelz[l 0 O]T,GQZ[O 1 O]T,egz[O 0 1]T

bildar en ON-bas for kolonnrummet (alternativt duger varje mingd av
tre ortonormala vektorer i R?).

(b) Bestédm alla matriser C' sadana att AC' = I, dér I &r en identitetsmatris. (3p)

Losning: Radelimination pa totalmatrisen for detta system ger;

41 -2 -1 1 00 1 1 1 100 1
3 2 1 1 010|~]0 -1 -2 -2 01 -3 ]|~
11 1 1001 0 -3 6 =510 —4
11110 0 1 1110 -1 3 —4 10 10 1 -2 3
061220 -13|~]0120-2 5 -T|~|01 20 -2 5 =7
00011 =35 0001 1 -3 5 o0 01 1 -3 5
Av detta avliser vi 16sningarna;
1 -2 3 1
-2 5 =7 —2
Svar: C' = 9 0 0 + 1 [s t u],s,t,uER
1 -3 5 0
(a) Bevisa att om A och B dr inverterbara matriser av samma typ sa ar
dven AB inverterbar med inversen B~1A~!, (3p)
Bevis: Se Sats 2.2.6.b, sid 123, i Lay.
(b) Visa att A &r inverterbar om A dr radekvivalent med identitetsmatrisen (3p)

(obs ! notera att du inte behdver visa ekvivalens utan bara implikation at ena hallet).

Bevis: Se Sats 2.2.7, sid 125, i Lay.



