Losningsforslag till tentamen

MVEA465, Linjir algebra och analys fortsidttning K/Bt/Kf

160402 kl. 8.30-12.30

Examinator: Thomas Wernstal, Matematiska vetenskaper, Chalmers

Telefonvakt: , telefon:

Hjialpmedel: Inga hjialpmedel ar tillatna. Ej heller minirdknare.

For godként pa tentamen krivs minst 20 podng da eventuell bonuspoing &dr inrdknad. For godkéant pa kursen

kravs ocksa att du dr godkénd pa kursens datorévningarna. For betyg 4 eller 5 kravs dessutom 30 resp. 40 poéng

pa tentamen, inklusive bonuspoing.

Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlamnade papper.

Tentan rittas och bedoms anonymt. Losningar ldggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensda-

gen. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfdllet. Forsta granskningstillfdlle meddelas pa

kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

1. (a)

Berdkna undersumman L(f, Py) till integralen fol f(z)dz, dir f(z) = 22
och Py betecknar partitionen av [0,1] i fyra lika stora delintervall.

Losning: P, = {O,%,%,%,l} dvs. zp, = %,k = 0,1,2,3,4. Funktionen f(z) = z?
ar vixande pa varje delintervall [zj_1, 2] och antar dirfor sitt minsta virdet i den

vinstra dndpunkten pa respektive delintervall dvs.i my = xr_1. Vi far da att;
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Svar: L(f,Py) = 7/32
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Visa att y = 1/x &r en 16sning till differentialekvationen

1322 + 42+ 2

y// _ 42// + 13y _ .
x
och bestdm sedan alla andra l6sningar.

Losning: Om y = 1/ sa dr v = —1/2% och ¢ = 2/2% och diirmed
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Karakteristiska ekvationen till motsvarande homogena ekvation ar r2 — 4r + 13 = 0,
som har l6sningarna r = 2 4+ 3i, varpa det foljer att...

Svar: den allménna l6sningen till differentialekvationen &r

1
y = €** (Cy cos 3z + Cosin3z) + —
x

(3p)
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(b) Los integralekvationen y(z) =z — / & dt
2

Losning: Deriverar vi bada led far vi den linjéra differentialekvationen 3/ = 1 — g
x
: Yo oY : : a? z C
y=1-=ey+==1 ayty=o & (vy) =2 & zy= —4+C & y=-+—
x z 2 2 =z

Fran integralekvationen avldser vi att en losning maste uppfylla y(2) = 2, varpa vi
far att C' = 2 och dérmed;

2
Svar: y(z) = g + -

3. En vattentank har formen av en cirkuldr cylinder med radie 4 meter och héjden 9 meter.

Antag att det gar hal i botten pa tanken och vattnet strommar ut med en hastigheten som
ar proportionell mot kvadratroten ur vattendjupet i tanken (Torricellis lag). Om vatten-
djupet efter ¢ minuter dr h(t) meter sa foljer det att;

for nagon proportionalitetskonstant & (ty méngden vatten dr i detta fall proportionell mot
vattendjupet). Antag att tanken fran borjan dr helt full med vatten och att vattendjupet
efter 30 minuter dr 4 meter. Hur lang tid tar det da innan tanken &r helt tomd pa vatten ?

Losning: Differentialekvationen h'(t) = k+/h(t) &r separabel och vi far att

dh dh
W=kvh & —=kit & [ —
vh Vh
Av texten i uppgiften framgar att h(0) = 9 vilket innebér att C' = 6. Vidare framgar det
ocksa av texten att h(30) = 4 vilket innebér att 4 = 30k + C, sa k = —1/15. Saledes dr

:/k:dt s Wh=kt+C

h(t) = (3 —t/30)?
Speciellt far vi att A(t) =0da 3 —¢/30 =0 dvs. t =90

Svar: 90 minuter

4. Lat

2 -3 —4 k
A=| -5 1 h| , b=| -2
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(a) For vilka h och k har Ax = b ingen, unik, respektive odndligt manga losningar.

Losning: Radelimination pa systemets utvidgade koefficientmatris ger att;

2 -3 -4 k 2 -3 —4 k
-5 1 h -2 |~|0 —-13 2h—-20 H5k—4
1 5 3 -1 0 0 2h—-10 4k—-6

Hér avldser vi att det blir unik 16sning om 2h — 10 # 0 dvs da A # 5. Om h = 5 blir
det odndligt manga l6sningar om ocksa 4k — 6 = 0 dvs da k = 3/2, och i annat fall
inga l6sningar alls.

Svar: Unik 16sning da h # 5, oéindligt manga 16sningar da h = 5 och k = 3/2, inga
lsningar da h = 5 och k # 3/2.

(5p)



(b) Anvéind Cramers regel for att bestimma den unika 1dsningen x = [ 1 z2 3 |
til Ax=bda h=k=0.

Lésning: Om h =k = 0 sa ar;
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Cramers regel ger sedan att;
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Svar: x = [ 18/65 —8/13 3/5]"

5. Lat vy = [ 11 och vy = [ 31 ]T och 1at T vara den linjira avbildning fran R? till

]T
R3 som #r sadan att T'(vy) = e; och T(vy) = eq, dir eq, eo, €3 #r standardbasen i R3.

(a) skrivv =3 2 ]T som en linjarkombination av v; och va och bestdm sedan T'(v).

Lo6sning:

T1V1 +To9ve =V & 13 331_3 =
1V1 2V = 11 2 | T | 2
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sa v = %vl + %Vz och speciellt foljer att;

31 3 1 3 3/2
T(v)=T(zvi+ zv2) = =T(vi)+ -T(v2) = ze1 + —ea = | 1/2
aV1 15 2 2 2171 35 5

Svar: v =3vi+ svooch T(v) =[3/2 1/2 0 ]T

(b) Bestdm standardmatrisen fér avbildningen T'.

Losning: Om A ér standardmatrisen f6r avbildningen T sa &r;

1 0
{Avl_el @A{l?’]: 01| &
0 0

AV2 = €9 1 1
10 1 -3
-1 — -1
A= |0l 2[_1 ﬂZQ ol
00 0
-1 -3
Svar: Standardmatrisen for avbildningen 1" &r > -1 1

0 0



6. LétA:[ll ’ ]

—14 10
(a) Bestdm en diagonalisering av A.
Lo6sning: Vi har

—11—-A 7

det(A—)\I)—' 14 10—

‘_/\2—1—)\—12—()\—1—4)()\—3)

sa A har egenvirdena \; = —4, Ay = 3.

For var och en av dessa egenvirden bestdmmer vi sedan tillhérande egenvektorer;
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A =—4: A+4I—[_14 14

1 -1 1
] ~ [ 0 0 } ;  Egenvektorer: s [ 1

-14 7] [2 -1

)\2:3114—3[:[_14 7- 0 0

} ;  Egenvektorer: s [ L ] ,s€R

2
sa vi far att;

[ —4 0 11
. — -1 gz — —
Svar: A= PDP ,darD__ 0 3]ochP—[1 2]

(b) Bestam x199 da x¢g = [ 10 ]T och x,, = Ax,,_1 for allan € N.

(obs! tal pa formen a!® behover inte beriknas)
Lo6sning:

x1090 = A% = PD1p~1xy = pDI0 [ 2 ] = [ —31%9 4 2. 4109

-1 9. 3100 +92. 4100

_3100 4 9. 4100 ]

Svar: x99 = [ _9.3100 4 5. 4100

. [1 =100
7.LatA_[1 5 1}

(a) Bestdm en ortogonal bas till nollrummet for A.

Losning: Radreducering pa totalmatrisen for systemet Ax = 0 ger;

1 -1 0 0 0 1 0 -1 -1 0
1 -2 110 0 -1 1 1 0

sa

—_— O = =

Vektorerna vi och vy dr uppenbart linjért oberoende och bildar darfor en bas for
nollrummet till A. Med Gram-Schmidts ortogonaliseringsmetod erhéller vi sedan en

ortogonal bas fér nollrummet;

u; = Vi 1
. Vo - U1 _1 1
u2_V2_ul 111U1_§ —2
3

Svar: u; = [ 1110 ]T,UQ = [ 11 -2 3 ]T bildar en ortogonal bas for

nollrummet till A.
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8.

(b) Bestdm den vektor i A:s nollrum som har minst avstand till vektorn [ 01 10 }

T
Berikna ocksa detta minimala avstand.

L&sning: Den stkta vektorn dr ortogonala projektionen av [ 0110 ]T pa noll-
rummet och kan berdknas genom;

3
X U X - Uy 1 3
y= u; + up = —

up - uqp us - ug 5 4

1
Detséktaavsténdetgesdéav||y—x||:|]g[—3 2 1 1]T||:\/15/5

1
Svar: Den sokta vektorn &r 3 [ 3 3 4 -1 ]Toch det minimala avstandet &r /15/5.

(a) Bevisa att e = pRICE")

(b) Formulera och bevisa De Moivre’s sats/formel.

(3p)



Formelblad

Trigonometri.

cos(z + y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y)
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y)
cos(x) cos(y) = %(cos(m —y) + cos(z +y))

sin(z) sin(y) = %(cos(x —y) —cos(x +y))

Binomialsatsen

no_ - n —kpk  qs noy_
(a—&—b)L—kZ:O( A )a” b | dar ( A ) =7
T.ex ar

(a+b)3 = a® + 3a%b + 3ab® + b*
(a+0)* = a* + 4a3b + 6a%b* + 4ab® + b*

sin(z) cos(y) = %(sin(m —y) +sin(z + y))

tan(x) + tan(y)

tan(xz =
(z+y) 1 — tan(z) tan(y)
. 9 1 —cos2x
sin“x = ——
2
9 1+ cos2x
cos“ T = ——
2
n!
n—k)!

Koefficienterna ( Z ) kan #ven erhallas ur Pascals triangel (tal k + 1 pa rad n + 1 riiknat fran toppen)

Konjugatregeln
n—1

a®—b" = (a—0) (Z a”lkbk>
k=0

T.ex ar

a® — b = (a —b)(a* + a®b + a®V* + ab® + b?)



