Tentamen

MVEA465, Linjar algebra och analys fortsattning K /Bt /Kf
(Omtenta, med l6sningar)

170819 kl. 8.30-12.30

Examinator: Daniel Persson , Institutionen for Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Adam Malik , telefon: 031-7725325

Hjalpmedel: Inga hjalpmedel ar tillatna. Ej heller minirdknare.

For godkint pa tentamen krévs minst 20 podng da eventuell bonuspoédng ar inrdknad. Foér godkdnt pa kursen
krévs ocksa att du ar godkind pa kursens datordvningar. For betyg 4 eller 5 kravs dessutom 30 resp. 40 podng

pa tentamen, inklusive bonuspoéng.
Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlamnade papper.

Tentan rattas och bedéoms anonymt. Losningar laggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensda-
gen. Resultat meddelas via Ladok ca.tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfille meddelas pa

kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

1. (a) Berikna foljande obestamda integral med hjilp av trigonometrisk variabelsubstitution
/ r2dx
V9 — 22
L&sning: Vi substituerar

x = 3sinb, dx = 3cosfdf. (1)

Insattning i integralen ger

9sin?6(3cos O d) 9 / sin?(3 cos 0)df
V9 —9sin®6 3v/1—sin2f
Vi kan nu anvénda den trigonometriska ettan i nimnaren vilket ger
sin?(3 cos 0)df 9
—_— = in“ 6 df.
9/ 3eos 0 9 / sin (3)

For att berdkna den aterstédende integralen anvinder vi formeln for dubbla vinkeln
sin @ = %(1 — cos 20). Detta ger det slutgiltiga svaret

9/sm29d9= g/(1cos29)d9= gafzsiwﬁa (4)



(b) Berékna foljande integral

/1 dz
0 2 +3r+2

(3p)
Losning: Vi borjar med att partialbraksuppdela integranden:
! 1 _ 1 _ 1 B 1 . (5)
22+3z4+2 (z+2)(z+1) z+1 z+2
Integralen blir da
L7 1
[ (Gii-555) = M+ 0l G+ 20}
= lni—0—1n3+ln2
= In 3 (6)
2. Lat z(t) = cos3t, y(t) = sin®t, 0 < t < 7/2, vara en parametrisk beskrivning av kurvan C'.
(a) Berikna langden av C. (3p)

Losning: Langden av kurvan ges av

o o= [ VIR - /jy(;@;ﬁ(fgfﬁ -

Nu anvénder vi parametriseringen som ar given i uppgiften vilket ger

d
& _3cos’t sint. (8)

Y -2
= 3sin“t cost
’ dt

dt

Insattning i integralen leder till

w/2 /2
(= / \/(3 sin?t cost)? + (—3cos?t sint)2dt = / \/9 cos?t sin?t (cos?t + sin® t)dt.
0 0
(9)

Vi kan nu anvénda den trigonometriska ettan for att gora oss av med rottecknet:

/2
(= 3/ cost sintdt. (10)
0

I néista steg anvinder vi oss av féljande formel fér dubbla vinkeln: sin 2t = 2sint cost.
Detta ger

3 71'/2 3 71'/2
(= / sin 2t dt = [—cos?t] =3/2. (11)
2 o 1 .



(b)

Berdkna arean av den yta som bildas om kurvan C' roteras runt z-axeln.

Losning: Ytarean for rotation runt z-axeln ges av

w/2 2 2
A= 27r/cyds = 271'/0 sin?’t\/(fg) + <‘Z> dt. (12)

Nu anvénder vi oss formeln for ds som vi fann i (a)-uppgiften. Uttrycket for arean
kan d& skrivas som

/2 w/2
A= 27r/ sin®t3 cost sint dt = 67r/ sin t cost dt. (13)
0 0

For att berdkna integralen gor vi substitutionen

u =sint, du = costdt, (14)
och de nya grénserna blir v = sin0 = 0 samt v = sin7/2 = 1. Integralen kan da
skrivas )

1 5
6
A:67T/ utdu = 67 [u] = (15)
0 5] 5

Los foljande ODE med givet begynnelsevillkor

{ y’(:zj) — eTt2y
y(0) = 0.

Losning: Vi borjar med att skriva ut ekvationen lite mer explicit:

dzil(;) =% e, (16)

Denna ekvation &ar separabel och vi kan dérfér dela upp den och integrera bada sidor:
/e2ydy = /exdx. (17)

—%e—% =e" +C. (18)

Detta ger

For att bestdamma konstanten C' sétter vi in begynnelsevillkoret y(0) = 0:

1
—560 =+ C, (19)
vilket ger
3
==, 2
c=- (20)

Med detta varde kan var ekvation skrivas som
e % = —2¢% 4 3. (21)

For att 16sa ut y tar vi logaritmen av bada sidor vilket ger slutligen 16sningen

y(w) = —% In (3 — 27). (22)

(3p)

(3p)



(b) Finn alla l6sningar till ekvationen
y"(x) + 4y(z) = cos(2x)
Losning: Vi 16ser forst den homogena ekvationen y”(z) + 4y(z) = 0. Den karakte-

ristiska ekvationen &r

r*+4=0 (23)

med imaginédra 16sningar 7 = £42. Den mest allménna 16sningen till den homogena
ekvationen &r dérfor
yn(z) = Acos2z + Bsin2z. (24)

For att hitta en partikuldrlosning méste vi gora en ansats. Eftersom hogerledet invol-
verar cos 2z ar det naturligt att ta med denna funktion i ansatsen. Men da samma
funktion &ven finns med i den homogena 16sningen méste vi modifera ansatsen nagot.
Vi testar med

yp(z) = Crasin 2z + Cox cos 2. (25)

och deriverar tva ganger, vilket ger
Yy (x) = —4(Ca + C1z) sin 2z 4 4(C1 — Chx) cos 2. (26)

Nar vi sétter in denna ansats i den ursprungliga ekvationen noterar vi direkt att
termerna som involverar x cos 2z samt x sin 2z kancellerar och vi har kvar

—4C5 sin 2z + 4C1 cos 2x = cos 2. (27)

Denna ekvation ar uppfylld endast for
C1 = -, Cy =0. (28)
Den mest allménna 16sningen ar darfor

1
y(z) = yn(z) + yp(z) = Acos2x + Bsin 2z + 2% sin 2z. (29)

4. Antag att g ar en differentierbar funktion pa intervallet [a,b] samt att g(a) = A och
g(b) = B. Antag aven att f ar en kontinuerlig funktion pa vardeméngden av g. Visa att

[ ratengee= [ s

Detta ar Sats 5.6.6 (variabelsubstitution i en integral).

Losning: Se boken.



5. Antag att A 4r en nxn matris. [ kursen gav vi fler &n 10 olika egenskaper som &r ekvivalenta
med pastaendet “A &r inverterbar”. Ange 5 sadana egenskaper. (2.5p)

Loésning: Se Sats 2.3.8 (sid. 114) i boken.

6. Lat (5p)
1 3 3
A=| -3 -5 -3
3 3 1

Bestam alla egenvéirden (inklusive multiplicitet) och egenvektorer till A.

Losning: Vi borjar med att stélla upp det karakteristiska polynomet:
det(A — AI) =0, (30)

dvs

1-x 3 3
det [ =3 —=5-X =3 | = 1=MN((-5-NA=XN)+9)+3B(1=X)—9)+3(=9—3(-5-21))
3 3 1-2A

= (1—=NA?+4\+4) —3(3\+6) +3(3\+6)
= (1-XM\+2)?
) (31)

Vi ser att ekvationen har tva l6sningar och vi har darfor tva distinkta egenvirden
A = 1 (multiplicitet 1), A = —2 (multiplicitet 2). (32)

For att hitta egenvektorerna loser vi motsvarande matrisekvationer. Vi startar med A = 1:

(A—D)x =0, (33)
vilket ger totalmatrisen
o 3 3 1 0 -1
-3 -6 -3|~---~10 1 1. (34)
3 3 0 0 0 O
Denna ekvation har dérfér 16sning:
1
x=s| —1 (35)
1

Som egenvektor till A = 1 véljer vi darfor

Vi1 = —1 . (36)



7.

Nu studerar vi motsvarande ekvation fér det andra egenvirdet A = —2:

(A+2D)x =0, (37)
med totalmatris
3 3 3 0 1 110
-3 -3 -3 0)~---~10 0 0 O (38)
3 3 3 0 0000
Losningen ar
-1 -1
x=s| 1|+t 0 ]. (39)
0 1
Tillhérande egenviardet A\ = —2 (med multiplicitet 2) har vi siledes foljande egenvektorer
-1 -1
Vo = 1 5 V3 = 0 . (40)
0 1

(a) Los ekvationssystemet genom att skriva det som en matrisekvation och radreducera:

r—y+z+w = 5
y—z+2w =
20 —y —3z+4w = 18.

Lo6sning: Vi staller upp totalmatrisen och radreducerar:

1 -1 1 15 100 3 13
0 1 -1 2 8|~--~|010 2 8 (41)
2 -1 -3 4 18 0010 0

Vi ser att w &r en fri variabel och pa parametrisk vektorform tar l6sningen féljande

form
T 13 -3
y | |8 -2
N el + s NE (42)
w 0 1
(b) Lat
1 1 01 4
1 2116
A= 0 1 11 3
2 2 017

Bestam baser for nollrummet till A samt kolonnrummet till A.

(3p)

(5p)



L&sning: Vi borjar med att radreducera matrisen

(43)

o O =
DN =N
O~ = O
—_ = =
N W O =~
o © o+
OO~ O
o~ O O
O = N =

1
0
0

Vi ser att 1:a, 2:a och 3:e kolonnerna &r pivotkolonner. Detta ger oss direkt en bas till
kolonnrummet Col(A), ndmligen

Col(A) = span (44)

1 1 1
1 2 1
o]’ 1]’11
2 2 1
Nar det géller nollrummet sa maste vi studera rummet av 16sningar till den homogena
ekvationen Ax = 0. Vi har ju redan radreducerat A till reducerad trappstegsform fran

vilken vi ldser av att x3 samt x5 ar fria variabler. Losningen ges da pa parametrisk
vektorform av

I 1 -1
€T -1 —2
x=|ax3|=7r| 1 |[+s] O | =ru+sv. (45)
T4 0 -1
I5 0 1

Vektorerna u och v &r linjart oberoende och utgor déarfor en bas for Nul(A), dvs

1 -1
-1 -2
Nul(A) = span 11,1 0 (46)
0 -1
0 1

8. (a) Lat T : R?® — R3 vara en linjir transformation sa att

1 1 0 3 1 )
T 0 =1 2], T 1 =| 0], T 0 — | 4
0 1 0 4 1 6

1. Bestam standardmatrisen {or transformationen 7.

Losning: Standardmatrisen for en avbildning 7 : R? — R? ges av

A=(T(er) T(es) T(es)), (47)
dar
1 0 0
e = 0 5 €y = 1 s €3 = . (48)
0 0 1

I uppgiften har vi redan fatt T'(e;) samt T'(ez) si det aterstar att ta reda pa
T(eg).



Vi noterar nu att

1
0] =e; +es, (49)
1

och eftersom det &r en linjar transformation kan vi dra slutsatsen att

1 5 1 4
T(es) =T 0 —Te)=4|—-[2]=]| 2 (50)
1 6 1 5
Standardmatrisen blir saledes
1 3 4
A=12 0 2]. (51)
1 4 5
ii. Ar transformationen 7' injektiv? (1.5p)
Losning: Radreducering ger
1 3 4 1 01
A=12 0 2| ~---~10 1 1 (52)
1 4 5 000

Eftersom den reducerade trappstegsformen har en nollrad s& finns det oéndligt
manga losningar och saledes &r transformationen 7' inte injektiv.

(b) For vilket eller vilka varden pa h ar vektorerna (3p)
1 2 —1
2], 5], 4
1 3 h

linjart beroende?

Losning: Vektorerna &r linjart oberoende om motsvarande homogena matrisekvation
Ax = 0, dér kolonnerna i A utgors av vektorerna, har oéndligt manga I6sningar. Vi
radreducerar darfor totalmatrisen:

12 -1 0 12 -1 0 12 -1 0

25 -40]~101 -2 0]~|01 -2 0

13 A 0 01 14+A O 00 34RO
Fran detta kan vi direkt dra slutsatsen att det finns en fri variabel, och saledes oédndligt
manga losningar, endast om h = —3. Vektorerna &r saledes linjart beroende for detta
varde pa h.

9. Lat A vara en m X n matris, u, v vektorer i R och ¢ en skalar. Visa att da géller:

(1) A(u+v)=Au+ Av;
(2) A(cu) = c(Au).

Detta ar Sats 1.4.5 i Lay. (4p)

L&ésning: Se boken.

Lycka till !
/Daniel P



Formelblad

Trigonometriska formler

. . . . 9 1 —cos2z
sin(z + y) = sinx cosy + cosrsiny SN o = ———
. . 9 1+ cos2x
cos(x 4+ y) = cosx cosy — sinzsiny COs" T = ————
t t
tan(zx +y) = Jenz + sany
1 —tanztany
Nagra integraler (integrationskonstanter ar utelamnade)
1 1 1
/de—-arctanx, a> 0. / dx =Inl|z + al.
e+ a a a T+a

d:c:ln):c+\/:c2+a2‘ , a#0.

. T
dr = arcsin —, a >0

1 1
/\/CLZZ‘Z a ' /«/x2+a2
/\/372—1-(12 dr = L (a:\/x2+a2+a21n)w+\/w2+a2‘>

@) g e
[ = i)

O |

Uttryck i integranden Substituera
a? — x? x=a-sin(f), x=a-cos(f)
Va? + a2, o r =a-tan(d)
a? + x?

Forskjutningsregeln

Om!

P(D)y=vy" +ay + by, dvs P(D)=D*+aD +b
s& ar

P(D)z(x)e™ = e*P(D + a)z(x)



