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Losningsforslag till tenta i MVE465 Linjir algebra och analys fortsdttning.
K/Bt/Kf

Tips: Borja losa uppgifter fran den som verkar vara léttats, ta sedan den som kénns vara
nést ldttast o.s.v.

1. Integraler och primitiva funktoner.

2
T
a) Beriikna ——dx 3
) /1 T (3p)

Losningsforslag:

J e =5 [ i x+1=%f“1 d(z*+1) =

2 Sy =5 [ Vydy =5 fJJy—éﬁ/ —y =11+ )V 1 -V 1 1
2 e = (eVaF - VAR DI, = 12+ 35

Svar: %\/_+§\/§

b) Berakna/d—x
z(x?+41)

Losningsforslag:

(3p)

1 A Bz+C __ (A+Cx+Ax2+B:c2)
z(z24+1) ~ = + z2+1 (z241)x
Kriaver att koefficienterna framfér samma potenser av z &r lika i vinster och i hoger:
A=1,C=0; A+ B = 0; medfor B = —1. Man kan ocksa gissa det svaret direkt fran
formeln.

1 1

z(z2+1) z 32L+1
T zdr d(z2+1
[t = [t gt o] — 1 f ) e — L (14 2?)

Svar: In|z| — 1In(1+ 2?).

Gor partiellbraksuppdelning:

2. Tillampningar av integraler.

a) Beréikna volumen av rotationskroppen som &r byggd da figuren begrénsad av parabeln
y =2z — x? , och intervall [0,2] p4 x - axeln, roteras runt y - axeln. (3p)

Losningsforslag:

Bilden pa roterande figuren:




Formeln for volum med hjilp av cylindriska skal:

b
Volum = 27T/ xf(z)dr =

2
27r/a:2x—x dr =
0

2 1
27?/ 2% — 23 = o7 22 — =2
0 3 4

Svar: Volum = 7T§.

b) Bestéim om arean mellan grafen till funktionen f(z) = |z|exp(—2z?) och x - axeln &r

begrénsad och beriikna den i sé fall. (3p)
Losningsforslag:
0o R
Arean = / |x| exp(—z7)dz = hm / |z| exp(—z7)dz = 2 lim vexp(—2?)dr =
—00 R—oo Jo

R

: —1 f 2 2 - —1 2
2R1£rolo (7) /0 exp(—2%)d (—2*) = ZP}EI.}O (7> exp(—z°)
limp .o (1 —exp(—R?)) =1

Svar: Arean #r begrinsad och ér lika med 1.

=0

. Differentialekvationer.

a) Los begynnelsevirdesproblemet: /() = t - 2%; x(0) = 1/2. Bestdm tidsintervall d&
den l6sningen géller. (3p)

Losningsforslag:

Ekvationen % = ¢ - 23 har separabla variabler.

dt
e —tdt; [% = [tdt; —3% =5 +% —% =+ C, dir C & en godtycklig
konstant.

Vi anviéinder begynnelsevillkoret for t = 0 for att bestimma konstanten C: C' = —4.

—% =t?—4och z%(t) = 5.

Svar: z(t) = =5 Losningen giller pa 6ppna intervallet (—2,2).
b) Ange allméin 16sning till ekvationen y” — 4y = exp(2x). (3p)
Losningsforslag:

y" — 4y = exp(2z),

Allmén 16sning den ekvationen ér summa af allméin 16sning y;, () till homogena ekvationen
y" — 4y = 0 och en partikulér 16sning y,(x) till inhomogena ekvationen. For att hitta vy,
betraktas karakteristiska ekvationen

N —4=0



Den har rétter \; = 2 och Ay = —2 som medfor att y,(z) = Cre™** + Cye?®.

Vi har i hogerledet av ekvationen en exponent som sammanfaller med en 16sning till
homogena ekvationen, nimligen e**. Detta gor att partikulir 16sning till inhomogena
ekvationen kan sokas pa formen y,(xz) = Bze* med okinda koefficienten B. Vi stter
uttrycket for y, in i ekvationen och soker B s& att Bxe** uppfyller ekvationen:

d2

e [eQme] — 4e** Bg = e**

4 (Bxe*™) = Be* + 2Bxe™

j_;? (Bze?) = j—x (Be** + 2Bxe*) = 4Be*® + 4Bwe*®

4Be* + 4Bre* — 4Bxe®*® = **
ABe* = ¥
4B = 1; B=

Svar: Allmén losning ér: y(z) = Cre > + Coe™ + Jre®.

. Rank, kolonnrum, nollrum. Lésbarhet av linjira system.

11 1 1
Betrakta matrisen A = 124 , och vektor b = -1

1 3 7 -1

1 4 10 1
a) Bestdm om systemet Ax = b &r 1osbart. (2p)
b) Bestdm bas och dimension av kolonnrummet Col(A). (2p)
c) Betrakta transponat AT av A och ange en bas och dimension av dess nollrumm
Null(AT). (3p)
d) Bestdm om vektorn b &r ortogonal till Null(AT). (1p)
Losningsforslag:

a) Vi genomfor Gausselimination pa utvidgade matrisen

11 1 1 111 1 111 1 111 1
12 4 -1 Gauss 013 -2 . 013 -2 . 01 3 -2
13 7 -1 0 2 6 -2 000 2 000 2
1 410 1 039 0 000 6 000 O

och far et matris pa trappstegsform som svarar ekvationssystemet déir tredje ekvation ser
ut som 0 = 2 och kan inte 16sas. Det betyder att systemet &r olosbart.

b) Vi observerar fran samma beriikning, att bara tva forsta kolonner i matrisen A &r pivot
kolonner. Detta medfor att tva forsta kolonner i matrisen A utgér basen till kolonnrummet

1 1
Col(A): 1 och g Dimensionen av kolonnrummet Col(A) dr tva - lika med antal
1 4

vektorer i en bas.



c) Transponat till matrisen A &r

111 1 1111
AT =123 4 |9 o1 2 3 , tillbaka substitution ger reducerad trapp-
1 4 7 10 0000
10 -1 =2
stegsform | 0 1 2 3
00 0 O

Vi ser att homogena systemet met matrisen A7 har tva fria variabler. Dimentionen av
nollrummet Null(AT) dr da lika med tva. Vi far fram en bas till nollrummet med ldmpliga
val av fria variabler x3 =1, 4 =0 och x3 =0 och x4 = 1:

1 2
] -2 -3
U1 = 1 , Ug = 0
0 1
d) Beréknar skaldrprodukten
1 1
vy -b= _12 . :i = 2 # 0 och ser att vektorn b ér inte ortogonal till en vektor
0 1

i Null(AT). D& &r den inte ortogonal till Null(AT) heller. Man kunde gora samma
slutsats fran svaret i punkten a) med att referera till ett av kriterier for losbarhet av
linjira ekvationssystem.

. Linjira transformationer.

Ange standardmatris till linjéir transformation fran R? till R? som utgor forst rotation
medurs runt origo i vinkel 30°, och sedan spegling i = - axeln i planet. (3p)

Losningsforslag:
Enklaste sittet att l6sa problemet &r att tilliimpa satsen om standartmatris till en linjér

transformation 7'. Betrakta T'(e;) och T'(eq) for givna transformationen dér e; = [ (1) }

ochegz[o

1 } . Standardmatrisen har kolonner T'(e;) och T'(e3) .

Efter rotationen medurs i 30° (rotation i vinkeln —30°) avbildas vektorn e; till vektorn

e |71 ]

V3/2 ]
1/2

Efter rotationen medurs i 30° (rotation i vinkeln —30°) avbildas vektorn es till vektorn
cos(60°) | | 1/2
sin(60°) | — | v/3/2
1/2 ]

Speglin i = -axeln ger vektorn T'(es) = [ —V3/2

Speglin i x -axeln ger vektorn T'(e;) = [



V3/2  1/2
1/2  —/3/2

. Egenvektorer, egenvirden, diagonalisering. System linjira ODE.
2 3
3 2
diagonalmatris och transformationsmatris. Kan man svara pa forsta fragan utan att
berikna egenvektorer? Vilken speciell egenskap har egenvektorer till den matrisen?

(4p)

Svar: Standardmatrisen dr A = [

a) Bestdm om matrisen A = kan diagonaliseras, och i sa fall ange motsvarande

Losningsforslag:

En symmetrisk matris (A &r symmetrisk) ér alltid diagonaliserbar. Sa svaret pa forsta
fragan &r ja.

Betrakta karakteristiskt polynom till A. Det har enkel form for en 2 x 2 matris: p(\) =
A2 — Mr(A) 4 det(A) = \* — 4\ — 5.

Egenviirden dr \;y = —1 och \y = 5 och é&r olika.

Egenvektorer som hor till olika egenviirden ér alltid linjéart oberoende. I fall med sym-
metriska matriser dr de dven ortogonala mot varandra.

Matrisen 2 x 2 med tva linjirt oberoende egenvektorer kan diagonaliseras (enligt ett
nodvindigt och tillriickligt villkor). Det ér andra siitt att svara pa forsta fragan utan att
berikna egenvektorer.

Diagonalmatrisen similér till A dr D = [ —0 1 (5) ]

Egenvektorer satisfierar ekvationer

3 3 T . . _ -3 3 X1 - .. _
{3 3}[$2}—0f0r)\1— 1,och{ 3 _3} { ]—Ofor)\2—5

Eigenvektorer kan viljas som : v, = {[ _11 }} — AN =—1, v = {[ 1 }} — Ay = 5.
Vi ser att de dr ortogonala mot varandra: [ -1 } . [ ! = 0.

—1
1 1
matrisen A i simildira diagonala matrisen D och upfyller relationen P~'AP = D.

2 3
3 2

Transformationsmatrisen P = [ } med egenvektorer som kolonner, transformerar

b) Betrakta systemet ODE: x' = Ax med A = { } . Ange allmén 16sning till systemet

ODE och bestédm den 16sning som uppfyller begynnelsevillkoret x(0) = [ il)) } . (4p)

Losningsforslag:

Allmén 16sning har formen (vi anvéinder hér egenvektorer och egenviirden som vi beréiknat
innan)

x(t) = C’le)‘ltU1+C26)‘2tvg
z(t) = Cie? { _11 } + Coe™ [ 1 }

5



Losningen som uppfyller begynnelsevillkoret x(0) = [ } satisfierar ekvationen

o[ ]e L

eller C'; och ) satisfierar ekvationessystemet med utvidgade matrisen { _11 1 :f } .
Vi loser det med hjilp av Gausselimination:
B—_113—>1_1_3—>1_1_3—>1_1_3—>10_1
1 11 1 1 1 0 2 4 0o 1 2 01 2
Cl - —1, CQ - 2

Losningen som satisfierar begynnelsevillkoret ér:

d0-c<[ e[

. Skaldr produkt, projektion, Gram - Schmidt metoden

Bestdm en ortogonal bas till spannet av foljande vektorer:

1 -1 2
1 1 -1

U1 = 1 y U2 = 1 , Ug = 1 . (3p)
1 -1 0

Losningsforslag:

Man kan (inte obligatoriskt héir) genomfora Gausselimination pa matrisen

1 -1 2 1 -1 2

1 1 -1 0 2 =3 | .. . e

111 ~ 19 0 9 for att se att givna tre vektorer ér linjért oberoende,
1 -1 0 0 0 0

men det skall till slut synas ocksa fran Gram - Schmidt berdkning.

Det &r litt att se at tva forsta givna vektorer dr ortogonala: vy - v = 0. Det récker da
att tillimpa Gram - Schmidt metoden bara pa tredje vektor vz for att hitta tredje vektor
for ortogonala basen. Den tredje basvektor kommer att uttryckas som

V3 — PI‘W (Ug)

dar Pry (v3) dr projektionen av vz pa spannet W av vy och vs :

Pryy (v3) = (UI’U?;> U1 (U27U2) 2
v [[va|

1 2 —1 2 1 1

1 —1 1 1 1 1
(v1,v3) = 1 1 =2; (vg,v3) = R = —2; ”’U1H2 =1 L=

1 0 —1 0 1 1

—1 -1

1 1

4; H'UQHZ = 1 ’ 1 = 4a

-1 1



(01, Us) (U2, U3) 2
PrW (’1}3) = ||Ul”2 U1 + HIU2H2 Vy = Z

+ =2 =
_ _

— = =
—
[a—

N O DN

_ o O =

Komponentet of vs orogonalt mot W (bade mot v; och mot vy som &r ortogonala mot
varandra) #r

2 1 1
-1 0 —1
V3 — PI‘W (’U3> = 1 — 0 = 1
0 1 -1

och dr inte noll. Detta medfor att spannet av vy, vs och v3 har dimension 3 och har
vektorer vy, vy och v3 — Pry (v3) som ortogonal bas.

. Minstakvadratmetoden.

Anpassa foljande experimentella data for x och y:
[ z: 01 2 3 ]
y: 2 1 2 4
med en rét linje: y = b+ ax - med hjélp av minstakvadratmetoden.
(4p)

Losningsforslag:

Vi vill att parametrar a och b skulle uppfylla foljande ekvationssystem:

(b+a-0=2 10
2 i Z ; ; ; som ér ekvivalent med foljande system pa matris form: 1 ; [ 2 } =
| b+a-3=4 1 3
[ 2
1
2
| 4

N = O
(NN V)

med matris A = , hogerledet g =

3 4

Systemet ér tydligen olosbart (for ménga ekvationer) och vi soker en minstakvadratlésning
7 istéillet. Vi betraktar normalekvationen

och okiinda vektorn = = l b }

—_ = = =

ATAT = ATqg

som ger minstakvadratlosningen Z. Den &dr projektionen av g pa Col(A). Vi beriiknar
termer i den ekvationen:

1111
T=
A [() 12 3]



ATA:F 11 1]

0123

e
w N = O
|
1
S =~
—_
=
—_

2
111 1]]|1 9
Ty —
Ab‘{o123} 2 _[17}
4

Utvidgade matrisen som svarar mot normnalekvationen (A7A)Z = ATg
- 4 6 9
e 14 17 |

Man kan tillimpa Cramers regel for att fa fram losning till ekvatiossystemet med tva
okéinda variabler.

detATA:det[4 6}:20;det{9 6}:24;det{4 9}:14

6 14 17 14 6 17
= b 24 6 14 7
g = — = = =qQ=— = —.
. 20 5 20 10
. o« e o . 14 6 9 4 6 9
Vi kan ocksa tillimpa Gauss elimination pa samma problem: { 6 14 17} — [ 0 5 %
_)[4 6 91_}{4 0 9—‘{—3]_)[4 0 %1_}[1 0 g}
7 7 7 7
01 3 01 01 5 01 5
. . 6 7
Den ger minstakvadratlosning: b = = och a = 10
.. . o . . 6 7
Svar. Linjiar minstakavadratapproximation av givna experimentella data ér y = R + 1—Ox
9. Sats.
Formulera och bevisa satsen om standardmatris till en linjér transformation. (6p)

Kolla beviset i Lay.
Maxpoédng pa tentan &r 50.

Betyggriinser for podng pa tentamen, inklusive eventuella bonuspoéng #r:
3: 20; 4: 30; 5: 40



