Lite information om begynnelsevardesproblem

Introduktion

Man drommer om att man kan forutspa framtiden. Att forutspa utvecklin-
gar ar naturligtvis enklare ju kortare tidsintervall man betraktar. Det var
utgangspunkten for Isaac Newton (1642 — 1727) att utveckla en ofattbart
god idé. Newton betraktade helt enkelt tidsintervall [t, ¢ + dt] ddr langden dt
ar infinitesimal dvs oandligt kort.

Om y(t) betecknar systemets tillstand vid tidpunkten ¢ da borde enligt New-
ton tillstandet y(t + dt) vid tidpunkten t + dt satisfiera ekvationen

y(t+dt) = y(t) + f(t,y(t))dt
dvs dndringen y(¢ + dt) — y(t) borde vara proportionell till dt.

Man kan nu berékna y(t) for olika tidpunkter som f6ljande:

= y(t+2dt)+ f(t+2dt,y(t +2dt))dt,

y(t+dt) = y(t)+ f(t y(t))dt,
y(t+2dt) = y(t+dt)+ f(t+dt,y(t+dt))dt,
y(t + 3 dt)

y(t+ (n+1)dt) = y(t+ndt)+ f(t+ndt,y(t+ ndt))dt,

(1)
Har finns det tre olika problem:

e Hur kan man hitta en formel f6r proportionalitetskonstanten f (¢, y(t))?

e Om man vill anvinda rekursionsformeln (1) f6r att berdkna y(¢;) dar
differensen ¢; —t inte ar infinitesimal da maste man gora oandligt manga
steg.

e Vad menas egentligen med “odndligt kort tidsintervall”?
Losningen till det forsta problemet beror pa vilket system som betraktas

och det finns inte nagon handledning for att hitta losningen. Vi ska dock
diskutera nagra olika exempel.



Det andra problemet var utgangspunkt for Newton att utveckla integra-
tionsteorien. Snart ska vi se sambandet mellan problemet och integration.

Den fullstandiga losningen till det tredje problemet gav K. Weierstrafl ungefar
200 ar efter Newton. Han introducerade gransviarden osv. Pa Weierstrafy’
sprak (som ocksa dr det nuvarande spraket) ersitts braket (y(t+dt)—y(t))/dt
av derivatan y'(¢). Da omskrivs ekvationen (1) som

y'(t) = f(ty(t)). (2)
(2) kallas for (explicit) ordinér differentialekvation (av forsta ordningen).

Nu finns det vissa naturliga problem.
e Finns det en 16sning till (2)?

Svar: Ja, om funktionen f ar kontinuerlig. Det hir resultatet kallas for
Peanos existenssats och ska inte bevisas i den har kursen. Ett bevis finns
t ex 1 boken av Andersson och Boiers.

e Ar l6sningen entydig?

Normalt ar 16sningen inte entydig. Det ar nastan sjalvklart om man tanker pa
Newtons rekursionsformel. Man maste naturligtvis kunna y(ty) fér atminstone
en fast tidpunkt 3. Dvs man behover ett begynnelsevillkor

y(to) = Yo (3)
for nagon tidspunkt £y, och nagot begynnelsevirde yj.
(2) och (3) tillsammans kallas for begynnelsevirdesproblem.

Peanos existenssatsen garanterar att aven begynnelsevardesproblem har en
16sning men den behover heller inte vara entydig, se exemplet 2 nedan. Vi
ska dock bevisa att det finns en entydig l6sning om f satisfierar vissa enkla
villkor, se Picard — Lindelof satser nedan.

Nu ska vi diskutera problemet att det behévs odngligt manga steg for att hitta
16sningen med hjélp av Newtons rekursionsformel (1) och om sambandet med
integrationsteorien.



Enligt integrationsteoriens huvudsats géller bade (2) och (3) omm

y(t) = vo + / £(s,y(s))ds. (4)

Ekvationen (4) kallas for integralekvation.

Vi far se att (4) dr mycket lampligt for att utveckla teorin medan rekursions-
formeln (1) ar startpunkt for vissa idéer i numerisk analys.

Exempel 1 Lat m(t) vara nagot radioaktivt d&mnes massa vid tidpunkten
t. Man vet att m(t) ar avtagende (ddremot dr massan av nagot motsvarande
icke — radioaktivt dmne véixande; det ska vi dock inte diskutera). Man vet
att m:s minskning ar proportionell till massan. Det medfor att

m(t+ dt) — m(t) = Nt)m(t)dt

for nagon proportionalitetskonstant A(t). Dessutom vet man att “4mnet inte
blir dldre” (i motsats till t ex en bil). Det medf6r att \(¢) = A for alla ¢ for
nagon konstant A. Sa vi far begynnelsevirdesproblemet

m'(t) = Am(t), (5)

m(to) = My, (6)

dar o ar nagon fast tidpunkt och mg massan vid tidpunkten ¢3. Problemet
ar naturligtvis ett trivialt specialfall av (2) och (3): sdtt f(¢,x) := Az for
alla ¢t och z i (2) och beteckna y med m.

Losningen till (5) och (6) &r

m(t) = moe* =10

och det finns endast den hir 19sningen. Om man méter m(t) vid tva olika
tidpunkter ¢3 och ¢; da kan man bestimma konstanten A:

m(t1)
\ In m(to)

ot —to

Nér man kan A kan man berdkna m(t) for godtyckliga tidpunkter ¢. Det
spelar en stor roll nir man vill bestdmma hur gammalt nagot &r.
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I exemplet ar konstanten A\ mindre an noll. Det medfor att
Im(t) — m(t)| < [mo —mol, T2 to,

dér m(t) ar den 16sningen till den differentiala ekvationen (5) vilken satisfierar
begynnelsevillkoret
Th(to) = ’I’?LQ.

Lésningen kallas darfor for stabil (sma dndringar av begynnelseviardet medfor
bara sma dndringar av virden vid tidpunkter ¢ > ¢y).

Dessutom galler
Im(t) —m(t)| — 0, t—0.

Losningen kallas darfor for asymptotiskt stabil.

Vi hade redan anmarkt att dven begynnelsevardesproblem kan ha flera l6sningar.
Nu ska vi demonstrera det med hjilp av ett enkelt exempel.

Exempel 2 Betrakta begynnelsevardesproblemet

y'(t) = 3y(t), y(0)=0.
Tag godtyckliga reella tal a, b sadana att a < 0 < b och satt

(t—a)®, t<a
y(t)y=4 0, a<t<b
(t—0)3 b<t

Funktionen y ar en losning till det sistnamnde begynnelsevardesproblemet.
Problemet har alltsa odndligt manga losningar.

Vi ska nu demonstrera tva ytterligare viktiga fenomen:

1:a Det kan handa att det finns en entydig losning till begynnelsevardesproblemet
(2) och (3), men 16sningen ar inte definierad pa hela den reella axeln
utan bara pa en viss delmangd.

2:a I vissa fall kan 16sningar till begynnelsevirdesproblemet (2) och (3)
dramatiskt dndras av sma dndringar av begynnelsevardesvillkor.



Exempel 3 Betrakta differentialekvationen

Eftersom 1/y(t) ar en primitiv funktion till —y'(¢)/y?(t) ger integration att

1

1 t
—=e+C, d )= ——

y(?)
dér C &r en konstant. Ytterlige en 16sning finns, y(t) = 0 for alla reella t.

For varje punkt (o, o) i ty — planet finns det precis en 16sning som satisfierar
begynnelsevirdesvillkoret (3), ndmligen y(¢) = 0 for alla ¢ i fallet yo = 0 och
16sningen med

i det andra fallet.

For C < 0 galler
y(t) — —oo, t71In(—=C), och

y(t) — +00, t1In(=0C).

Lésningen &r alltsa bl a inte definierad vid punkten In(—C') och gar mot +oo
kring den har punkten.

A andra sidan #r 16sningen definierad pa hela den reella axeln om C > 0 och
aven begransad om C > 0.



Existens och entydighet; Picard — Lindelof

Vi har redan sett att ett begynnelseviardesproblem kan ha flera 16sningar, se
exemplet 2 ovan. Vi ska dock bevisa att dven det flerdimensionella begyn-
nelsevardesproblemet

y(to) =y, och o'(t)=f(ty(®), tel, (7)

har en entydig 16sning om funktionen f och intervallet I uppfyller vissa villkor
som ar satisfierada i nastan alla tillampingar.

P.g.a. integrationsteorins huvudsats ar (7) ekvivalent med

y(t) =y, + /t fsy(s))ds, tel. (8)

(8) kan omskrivas som en fixpunkt ekvation: Satt
t
Ty(t) = Yy, + f(s,9(s))ds, tel, (9)
to
for varje kontinuerlig funktion g : I — R". Da &r (8) ekvivalent med
y=Ty. (10)

For att kunna anvanda den har ekvivalensen behover vi lite notation och en
fixpunktsats.

Lat —oo < a < b < oo och lat C([a,b],R") vara méngden av alla konti-
nuerliga funktioner g : [a,b] — R". Vi sitt

= t
I g 1= ma | 9(0) |

for alla g € C([a, b], R").
En avbildning T : C([a, b], R*) — C(]a, b], R*) kallas for kontraktion om

Sc<1Yg,h € O([a, B, R") : | Tg~Th[< ¢ | g—h].

For enkelhetens skull har vi skrivit och ska vi skriva “T'g” istillet av “T'(g)”.



Hjilpsats 4 (en féljdsats till Banachs fizpunktsatsen)
Lat T : C(la,b],R*) — C([a,b],R"™) vara en avbildning. Antag att det finns
¢ <1 sadan att

|Tg—Th|<cllg—P]|

for alla g,h € C([a,b],R*). Dd har T exakt en fizpunkt y, dvs det finns exakt
en funktion y € C([a,b],R") sadan att

Ty =y.
Dessutom gdller for alla g € C([a,b],R") att

| Thg—ylI<c" [lg—yll-

Vi ska nu bevisa existens och entydighet av 16sningen y till ett begynnel-

sevirdesproblem i ett specialfall. Beviset ger dven en metod att beriikna ap-

proximativa l6sningar: Tag en godtycklig kontinuerlig funktion g : [ty, 5] —

R". D4 giller -
[T"g—yll<c* lg=—yl, neN,

dar ¢ = L-|B—tyl, se nedan. For varje startpunkt g konvergerar alltsa foljden
(I™g) alldeles fort mot 16sningen .

Hjalpsats 5 (Picard — Lindeldf, enklaste fall)
Lat f : [to, B] x R* — R" wvara kontinuerlig. Antag att det finns L sadan att
L-[B—t]<1

och
| f(tz) = fEyISL lz—yll

for alla ty <t < B och alla x,y € R*. Dd har for alla begynnelsevektorer Y,
begynnelsevardesproblemet

ylto) =y, och y'(t)=f(ty(®), to<t<p

exakt en lésning y : [to, B] — R".

Bevis: Vi definierar avbildningen

T : C([to, 8], R*) — C([to, B, R")
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genom (9) dir I = [ty, 5]. P.g.a. ekvivalensen (7) < (10) och hjilpsatsen 4
behover vi bara bevisa att 7' ar en kontraktion.

I Tate) = Tht) | = I [ (£(s.0(6)) = £(s.h(s)))ds |
< [Hi@@@”—ﬂ&ﬂﬁﬂws
< [ Lol -he)] ds

to

t

< [Llg-nlds
to o

= Lit—tl llg=All.

Det medfor att
| Tg—Th||[<|B—to|-L- || g—Ph]|

och hjalpsatsen ar bevisad. O
Lipschitzkonstanten L behover inte vara t — oberoende som i hjalpsatsen 5.

Det racker att L ar “lokalt t — oberoende”, se den foljande sats.

Sats 6 (Picard — Lindeldf, Lipschitzkonstanten x — oberoende)

Lat —oo < tg < b < oo. Lat f: [ty,b) Xx R* — R" vara kontinuerlig. Antag
att for varje ty < B < b existerar en konstant Lg < oo sadan att for alla
to <t < f och alla@,gER”

| ftz)—fEyY IS Ls lz—yll -

Da har for varje y_. begynnelsevdrdesproblemet
Jo

y(to) =y, och y'(t) = f(t,y(t), to<t<b,

exakt en l6sning y : [to,b) — R”.

Bevis: P.g.a. hjilpsatsen 5 och ekvivalensen (7) < (8) finns en 8 sadan att
to < B < b och integralekvationen

t
y(t) =y, + [ fls,u(s))ds, to <t <P,

Z o =



har exakt en 10sning y PE [to, B] — R™. Lat F vara méngden av alla sadana
(8 och B supremet 6ver E.

Antag att B < b. Tag forst en godtycklig B < v < b och sedan B < 35 <7
sadan att L,-|f,—B| < 1. Efter det tag 3; € F sadan att dven L,-|fo— (1] <
1. Hypotesen i hjalpsatsen 5 ar satisfierad om vi ersitter ¢y med ;, § med
Pa, L med L, och y, med Ys, (61). P.g.a. hjilpsatsen 5 och ekvivalensen (7)

< (8) har integralekvationen

t
y(t) = Qﬂl (ﬂl) + p i(S,Q(S))dSa /61 S t S ﬂQa

exakt en losning y, : [B1, 2] — R*. Funktionen y : [ty, 5] — R* som
liknar y 5 pa intervallet [ty, 1] och Y, pa [61, 2] ar da den entydiga lGsningen
till integralekvationen

t
y(t) =y, + / (s, y(s))ds, to<t< .

Det motsvarar B:s definition ty (3; > B. Det giller alltsa B = b.

Varje 16sning y : [to,b) — R" till integralekvationen

t
y(t) = Y, +/ f(s,y(s))ds, o <t<b, (11)
to
maste satisfierar
y=y, pa [b,f], BeE, (12)

ty entydigheten. Det finns alltsa endast en 19sning till (11).

For alla 8,7 € E, 3 < v, giller y 5=, pa [to, ] ty entydigheten. Dérfor
kan en funktion y : [to,b) — R* definieras genom (12) och den satisfierar

ekvationen (11). (11) har alltsa exakt en 16sning y : [to,b) — R" och p.g.a.
ekvivalensen (7) < (8) &r satsen bevisad. O

Lipschitzkonstanten L behover heller inte vara z — oberoende. Det racker
att L “ar lokalt x — oberoende”, se satsen 10 nedan. Ett exempel, dar inte
finns nagon z — oberoende L men atminstone en “lokalt z — oberoende L”,
ar exemplet 3 ovan. Exemplet 3 visar att i ett sadant fall kan 16sningarna ga
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mot co vid en punkt ¢ i intervallets inre. Observera att det inte kan ske om
det starkare villkoret i satsen 6 ar satisfierat.

Om L “bara ar konstant i en liten omgivning av z” da &r man intresserad
av fragan “hur lange losningen y stannar i en liten omgivning av begyn-
nelsevektorn y 7. Det foljande delsvaret till frigan visar att det finns en
e > 0 sadan att varje 16sning stannar atminstone € > 0 lange i omgivningen.
Lipschitzvillkoret behovs inte har.

Hjalpsats 7 Lat Q C R x R* vara oppen, f : 0 — R* vara kontinuerlig,
0, >0 och
Ri={(t,z) :to<t<to+e, [|z—y, <} T

Sdtt

M := sup || i(t,g) I| -
(t.z)eR

Antag att € - M < 4. Da galler
[y(®) —y, I<6, o<t <to+e,
for varje funktion y : [ty, to + €] — R* som satisfierar

y(to) =y, och y(t)=f(t,yt), to<t<to+e.

Bevis: Antag att det finns ty <t < [ := 1ty + € sadan att
Iy =y, >0
Da finns ¢y < 7 < t sadan att

1y(r) =y(to) I= 6 och  [ly(s) —y(to) <6, to<s<m

eftersom funktionen || y(-) — y, || &r kontinuerlig. Det géller

5= y(r) —u(t) | = | ;y'(s)ds ||

_ ; F(s,y())ds |

< / || i((s,iis))) I ds
< TMds=|7'—t0|M- (13)

to
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Om M = 0 da far vi motségelset att 0 < § < 0. Om M > 0 da medfor (13)
att 0 < |7 —to|- M < e-M <. Antagandet ar alltsa fel och hjdlpsatsen ar
bevisad. O

Om Lipschitzvillkoret bara ar “lokalt £ — oberoende” da behdver vi “en lokal
version av hjélpsatsen 47. Vi sitt B(z,r) == {y € R" ;|| z —y ||< r} och
betecknar med C([a,b], B(z,7)) mingden av alla kontinuerliga funktioner
g:la,b] — R" sadana att || g(t) —z [|[< 7 for allaa <t <b.

Hjédlpsats 8 (en foljdsats till Banachs fitpunktsatsen)
Lat T : C([a,b], B(z,7)) — C([a,b], B(z,7)) vara en avbildning. Antag att
det finns ¢ < 1 sddan att for alla g,h € C([a,b], B(z,7))
|Tg—Th|<c|lg—t] .
Di finns exakt en y € C([a,b], B(z,r)) sidan att y = Ty. Dessutom gdller
[Ty —yll< e llg—yl, neN,
for varje g € C([a,b], B(z,T)).
P.s.s. som i beviset till hjalpsatsen 5 kan vi nu bevisa att begynnelsevardesproblemet

(7) atminstone “lokalt har en entydig 16sning” om “lokalt ett Lipschitzvillko-
ret ar satisfierat”:

Foljdsats 9 (Picard — Lindeldf, den lokala versionen)
Lat Q vara en oppen delmangd av RxR™ och f : Q1 — R* vara kontinuerlig.
Antag att det finns en L < oo sddan att for alla (t,z), (t,y) € Q

| fz)—fEISL-lz—yll-
Da finns for varje (to,go) € Q en B >ty sadan att begynnelsevirdesproblemet

y(to) =yyoch y'(t) = f(ty(t), o<t <P, (14)

har exakt en losning pa intervallet [to, 5].
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Bevis: Rektangeln

ligger i 2 om 3 —ty > 0 och § > 0 ar tillrackligt sma. Genom att minska
om nodvandig gor vi att aven

B—to| -L<1 och [B—ty| -M<é
dir M = maxgger | £(t,2) ||
Lat .
Ty(t) =y, + / F(s.9())ds, 1o <t<p,

for varje g € C([to, A1, B(go, 9)). P.g.a. av hjdlpsatsen 7 ligger varje 16sning
till (14) i méngden C([to, f], B(go, 9)). P.g.a. ekvivalensen (7) < (8) behéver
vi bara bevisa att T har exakt en fixpunkt. Det kan vi bevisa p.s.s. i beviset
till hjalpsatsen 5; anvand bara hjalpsatsen 8 istéllet av hjalpsatsen 4. O

Om man utvidgar 16sningen sa lange som mojligt da forblir den naturligtvis

entydig:

Sats 10 (Picard — Lindeldf, “den mazimala ldsningen”)

Lat Q C R x R™ wvara dppen och f : Q@ — R kontinuerlig. Antag att
for varje punkt (to,go) € Q finns en dppen omgivning Qy av (to,go) och en
konstant Ly < oo sadana att

I £ z) = fEy) IS Lo [[z—yll
for alla (t,z), (t,y) € Q.
Lat (to,go) € Q2. Da finns b > ty med filjande egenskaper:

e Begynnelsevardesproblemet
y(to) =y, och y'(t)=f(t,yt), to<t<b,
har exakt en ldsning y : [to,b) — R,
e For alla ¢ > b galler: Begynnelsevardesproblemet

y(to) = y, och y'(t) = ftylt), to<t<e,

har inte losning (“b dr mazimal”).
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Bevis: P.g.a. fjoldsatsen 9 finns § > t; sadan att problemet

y(to) =y, och y'(t) = f(t,y(?), to<t<B,

har exakt en 16sning y : [to, 8] — R". Lat b vara supremet 6ver alla sidana
B > ty. P.s.s. som i beviset till satsen 6 kan vi bevisa att problemet

y(to) =y, och y'(t)=f(ty(t), to<t<b,
har exakt en 16sning y : [to, b)) — R”.

Antag att det finns en 16sning z som dven &r definierad pa nagot storre in-
tervall [to, c), ¢ > b. Da giller z = y pa intervallet [ty, b) p.g.a. entydigheten.

P.g.a. fjoldsatsen 9 finns en 3 > b sadan att problemet
z(b) =z(b) och 2'(t)=f(t,z(t)), b<t<p,

har exakt en losning. Eftersom z ar en losning till det har problemet ar z
dven entydig bestdmt pa intervallet [b, 3]. Det finns alltsa § > b sadan att
problemet

y(to) =y, och y'(t)=f(t,y(t)), to<t<p,

har exakt en 16sning y : [to, ] — R*. Det motsvarar b:s definition och
antagandet ar fel. O

Den foljande satsen ger viktig information om den maximala l6sningen. Sat-
sen betyder att 16sningskurvan {(t,y(t)) : to <t < b} konvergerar mot punk-
ten oo i (2:s enpunktkompaktefisering. Se uppgiften 2 for en demonstration
av de olika mojligheterna som finns.

Sats 11 Antag att hypotesen i satsen 10 dr satisfierad och ldt y : [to,b) —
R™ vara lésningen som beskrivs i detta sats. Lat K vara en kompakt delmdngd
av 2. Da finns en tx sadan att ty <tx < b ochy(t) € K for allatx <t <b.

Bevis: Antag att for varje to < ¢ < b finns en t < ¢ < b sadan att y(f) € K.
Eftersom K ar kompakt och p.g.a. Bolzano — Weiserstraf satsen medfor det
att det finns en f6ljd (¢,) i (¢o,b) som konvergerar mot b och nagon punkt
w € K sadan att

(tna y(tn)) —w, N — 0. (15)
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Uppenbart finns y, € R sadan att
w = (b,gb). (16)

Satt

y(b) :== Y,-
Vi ska bevisa att den utvidgade funktionen y : [ty,b] — R" fortfarende ar
kontinuerlig.

Lat
R:={(t,z):b—e<t<b, | z—yb)|<2-6}

For tillrdackligt sma e, > 0 ligger rektangeln R i {2. Genom att minska e > 0
om nodvandig far vi att

: t,z) ||< 6.
e max || f(t.2) [I<

P.g.a. (15) och (16) finns b — e < s < b sadan att
I'y(s) = y(b) [|<é.
P.g.a. hjalpsatsen 7 galler
| y(s) —y(t) [[£6, s<t<b.
(Ersdtt ¢y med s och ¢y + & med ¢ i hjdlpsatsen 7). Det medfor att
[ y(®) —y(0) |I<26, s<t<b,
och y ér kontinuerlig vid b ocksa.

P.g.a. ekvivalensen (7) < (8) och eftersom y och primitiva funktioner till
kontinuerliga funktioner ir kontinuerliga satisfierar y : [to,b]] — R" inte-
gralekvationen (8) pa hela intervallet I = [ty,b]. P.g.a. samma ekvivalens
och Picard — Lindelofs satsen 10 finns 3 > b sadan att integralekvationen

£(t) = y(b) + / fls,z(s)ds, b<t<§p.

har en 16sning z. Funktionen som liknar y pa intervallet [¢y,b] och z pa
intervallet [b, 8] &r da en 16sning till integralekvationen (8) pa hela intervallet
[to, B]. Eftersom 3 > b och p.g.a. ekvivalensen (7) < (8) motsvarar det b:s
maximalitet. Antagandet i borjan av beviset ar alltsa fel och satsen bevisad.
O
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