Ytterligare uppgifter till ODE - kursen 2001

1. Bestam samtliga losningar till foljande ekvationer, och skissera nagra
typiska losningskurvor i ty — planet.

a) y' = 2ty
b) v = t2y? — 4t2.

2. Lat —oo < C < K < oo. Det finns en kontinuerlig funktion f: [—1,0) X
R — R och en l6sning y : [-1,0) — R till differentialekvationen

y(t) = fty), -1<t<0,

sadana att
\f(t,x) = f(t,y)| =0, —-1<t<0,z,y€R,

och

liminfy(t) = C, limsupy(t) = K.

t—0 t—0
3.a) For alla tg, yo € R har begynnelsevéirdesproblemet

y'(t) = 2ty(t), y(to) = vo,

exakt en losning som torde kunna “beraknas direkt” och som naturligtvis
ocksa kan berdknas med hjalp av separata variabler metoden.

b) Lat
Tg(t):=1+ /t 2sg(s)ds, teR,
for alla kontinuerliga funktioner g :OR — R Lat
T': =T och T""g:=TT"g, n=1,23,...

Lat nu g(¢t) =1 for alla t € R. Foljden (T"g),en konvergerar mot 16sningen
till begynnelsvardesproblemet

y'(t) =2ty(t), y(0)=1
4. Betrakta pendelekvationen
y"(t) + sin(y(t)) = 0.
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a) For alla (to, yo, y{") € R® finns exakt en lésning y : R — R till pendelek-

vationen vilken satisfierar begynnelsevillkoret
y(to) = yo.  ¥'(to) = v (1)

b) Lat y vara losningen till pendelekvationen vilken satisfierar begynnelsevill-
koret (1), dér 0 < yo < , y(()l) = 0. Det finns en 7', 0 < T < 00, sadan att

y(T/4) =0 och y(t) >0, 0<t<T/4

5. Lat y vara som i uppgiften 4. b).

a) Lat
z(t) = —y(T/4+1t), =z(t)=y(T/4—1).

Bevisa att dven z och z ar losningar till pendelekvationen och satisfierar
samma begynnelsevillkoret vid tidpunkten 0, dvs x(0) = z(0) och z/(0) =
2'(0). Varfor medfor det att x = z pa hela den reella axeln? Observera ocksa
att y(7/2) = —yo och y'(T/2) = 0.

b) Lat
z(t) = y(T/2+1), =z(t):=y(T/2-1).

Bevisa att £ = z pa hela den reella axeln, y(T') = yo och ¥'(T") = 0. Dessutom
bevisa att y ar T' — periodisk dvs

yt+T)=uy(t), teR

6. Lat

1
A= 1
1

[Sr S —Y

1

1

1

a) Bestdm den allménna lésningen till differentialekvationen
y'(t) =Ay(t), teR

b) Bestdm losningen som satisfierar begynnelsevillkoret

y(0)=(01 1 1.
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Anmarkning: Niar man har gjort uppgiften 7 kan man praktiskt tagit en-
tydighetsbeviset till Picard — Lindelofs sats.

7. Lat A vara en reell n x n — matris, {p € R och y och z losningar till
begynnelsevardesproblemet

Yy =A4-y@), ylto) =y,

a) Det géller

och .
2(t) =y, +/ A-z(s)ds, teR
to

b) Lat st := {As+ (1 — A)t : 0 < XA < 1} vara strecken mellan punkterna s
och t.
Iy(#) = 2(t) 1< [t = tof | Al sup [l y(s) — 2(s) ||

s€tot
for alla t € R. Det medfor att

y() = 2(t), om [t —to| || A[<1.

c) Det giller dven y(¢) = z(¢) pa hela den reella axeln.

8. Lat
2 10 2
A=[02 1], y=]2
00 2 2

a) Bestdm den allménna l6sningen till differentialekvationssystemet

y(t)=A-y(t), teR

b) Bestdm losningen till begynnelsevirdesproblemet

yt)=A-y(t), teR, y(0) = Yy-

c¢) Bestdm den allménna 16sningen till

1
y(t)=Ayt)+e* | 1 |, teR,
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och 16sningen som satisfierar y(0) = (222)".
9. Lat J vara en n X n — matris, U en inverterbar n X n — matris och

A=U'JU.

Lat zq, 29, - - -, 2, Vara n linjart oberoende 16sningar till differentialekvations-

systemet
Z(t)=Jz(t), teR

D4& ar kolonnerna av matrisen
-1
U (2129 ---2,)U

linjart oberoende losningar till

y'(t) = Ay(?).

10. Lat g : R* — R vara en kontinuerlig funktion sddan att for varje
to € R and varje y, € R begynnelsevardesproblemet

y'(t) =g(y®), ylt) =y,

har exakt en 16sning. (T ex, det &r sant om funktionen g &r Lipschitzkonti-
nuerlig). Lat y vara en 18sning till 3'(¢) = g(y(t)).

a) Lat T > 0. Det géller foljande implikation:

JteR: ylty) =yt +T) =Vt e R:y(t) =yt +T).

b) Lat t,, n € N, and t, vara reella tal sidana att t,, # ty for allan € N
och féljden (t,)nen konvergerar mot to,. Om

Y(teo) = y(tn), neN,

da ar losningen y konstant.



