Inlamningsuppgift 1 for Analytiska funktioner E3, 2000:
Ett potentialproblem

Funktionen f(z) = %(z + 1) har méanga intressanta avbildningsegenskaper. Lat z = re'?,

w=u+iv=25(z+1)=2%(re’ +Le7"). Da&r
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u=—(r+=)cosb,
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v = 5(7" — ;)sinﬁ.
Vilj r > 1 fixt. D4 avbildas cirkeln |z| = r pa ellipsen
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u® v
St =l

dir a = 1(r+1), b= 3(r — 1). Ellipsens brannpunkter &r +c, dir ¢ = va? — b2 = 1 oberoende
avr. Dar avtar mot 1 krymper ellipsen mot intervallet [—1,1] pa realaxeln. D& r vixer fran 1
mot 0o, sveper Cirklarna |z| = 6ver omradet |z| > 1. Ellipsernas halvaxlar a och b véxer ocksé
mot oo, och ellipserna sveper 6ver omradet utanfor intervallet —1 < uw < 1, v = 0. Funktionen
f(z) ger alltsd en ett-ett-avbildning mellan omrédet |z| > 1 och omradet utanfor —1 < u < 1,
v = 0 (ett uppskuret w-plan). Detta kommer ocksé att visas nedan pé ett litet striktare satt.
Eftersom z och % avbildas p& samma punkt, s& har vi ocksé en ett-ett-avbildning mellan |z| < 1
och det uppskurna w-planet. Vi ser ocksd t.ex. att omrédet |z| > 1, Imz > 0 avbildas pa
Imw > 0. Funktionen kan alltsd anvindas for att beskriva stromning runt ett hinder (se vning
8.6:8 1 boken).

Uppgift a. Om man avbildar cirklar som ligger "néra” enhetscirkeln kan man fa intressanta
bilder. Studera bilden av cirkeln z = ¢ + re?, 0 < 6 < 2x, dir ¢ kan vara t.ex. 0.1, 0.1 + 0.13,
0.140.24, och r = |c+1] eller 7 = |c+ 1|4+ 0.05. Sddana avbildningar har anvénts for att studera
strémning kring en flygplansvinge (funktionen f(z) = 3(z + 1) kallas ofta Joukowski-funktionen
efter en rysk aerodynamiker). Skriv ut och ldmna in nigra representativa bilder.

Vi sag ovan att f(z) dr en ett-ett-avbildning mellan vissa omraden. Vi vill berdkna inversen
och 16ser darfor ekvationen 2w = z + %, 22 — 2wz +1 = 0 med den formella 16sningen

z=w+ Vw? — 1.

Frégan &r dock vilken gren av v/w? — 1 som skall viljas. Det kan man komma fram till p4 olika
satt. Ett sitt (som ocksé ger ett bevis f6r den ovan beskrivna avbildningsegenskapen) ar foljande.
Infor variablerna z; = ;T_} och w; = % +1 D& motsvarar omradet |z| > 1 det hogra halvplanet
Rez; > 0, och omradet utanfér —1 < u < 1, v = 0 motsvarar w;-planet uppskuret utefter

negativa realaxeln (kontrolleral). Sambandet w = &(z + 1) 6vergar i wy = 2%. Det &r da klart
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att z1 = w;’", dir w; 172 betecknar principalgrenen. Vi far
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Den sista termen, som #r analytisk utanfor —1 < u < 1, v = 0, har kvadraten w? — 1, och #r
alltsd en gren av (w? — 1)%/2. Det dr den gren som ocksi kan inforas som (se boken)

07 +62

(w? —1)Y? = frirget 2,

dirw—1=7r€% w4+ 1=rye? for 0 < 6, < 2m, 0 < 0y < 27, och ocksa for 6; =6, = 0. Sa
vi har alltsa

z=f"Yw) =w+ (w? —1)"/?
med den ovan beskrivna grenen av (w? — 1)1/2.

Vi skall studera faltbilden fran en punktladdning (egentligen linjeladdning) ¢ i punkten zj i
omradet Imz > 0, |z| > 1, d& randen (bestdende av halvcirkeln |z| = 1, y > 0 och den del av
realaxeln dér |z| > 1) har potentialen noll. Detta kan vara en modell for ett dskmoln ovanfoér en
slédtt med en as.
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Med avbildningen w = f(z) fas motsvarande problem i halvplanet Imw > 0. En Mé&biusav-
bildning ¢ = g(w) avbildar sedan Imw > 0 pa |¢| < 1 med punktladdningen i origo (se t.ex.
Beta). Den komplexa potentialen i {-planet &r & = —ﬁ log (. Faltlinjerna stralar ut radiellt,
medan ekvipotentiallinjerna &r koncentriska cirklar.




Uppgift b. Liat A och B vara de tva sista siffrorna i ditt personnummer, och lit zy vara
punkten zy = % +4(2 + 1%). Rita i z-planet filtlinjer och ekvipotentiallinjer motsvarande
linjerna i ¢-planet (undvik radien med arg({ = 0 (om g(w) har valts s& att g(oo) = 1)). Det
enklaste dr kanske att explicit beskriva var och en av kurvorna i figuren och sedan lata MATLAB
rikna ut w = g 1(¢), z = f !(w). Anviind kommandot hold on for att kunna rita flera kurvor
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i samma figur. Anvind med fordel uttrycket (w + 1) (ﬁ) for berdkning av (w? — 1)1/2,

eftersom MATLAB:s kommando sqrt just berdknar principalvirden. Var pa randen ("marken”)
ar faltstyrkan storst? Ledning: Faltstyrkan ér |E| = |V¢| = |‘é—f , ddr ® ar den komplexa
potentialen ovan. Rikna ut % fér hand och 14t sedan MATLAB berékna absolutbelopp. Rita
|E| pa "asen” z = € som funktion av 0, 0 < 6 < =, och pa "slitten” z = z, d& z ligger mellan 1
och 3 (t.ex.). Sitt ;= = 1.
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