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1 Nagra olikheter for integraler

Sats 1 ((Del av Sats 5; PB, sid. 292)) Antag att f, g kontinuerliga pa intervallet [a,b]. Da gdller,
med « en konstant, att

i) f;af(x) dr = af;f(a;) dr,
i) [)(f(z)+g(2))dz = [ f()dz+ [} g(x)dx,
iii) f(z) < g(x) ila,b] = [} f(z)dw < [ g(x)da,

) [P f@)de = [° f(a)de + [P f(z)da.

Beuvis. Satsen ar alltsa specialfallet av Sats 5; PB, sid. 292, nér funktionerna &r kontinuerliga; da
ar enligt Sats 3, PB sid. 288, funktionerna f, g och f + g integrerbara pa intervallet [a,b], dvs
integralerna ff f(z)dz, f; g(z) dz och f;(f(x) + g(x)) dx existerar. Vi bevisar ii) och iii); i) och iv)
bevisas pa liknande (enklare) vis. Lat Axy = xp — xp_1.

For ii) noterar vi att Sats 4, PB sid. 290, ger att Y p_ (f(§k)+9(&k))Azy — f;(f(x)+g(a:)) dz. Vidare
géller med ytterligare en tillampning av Sats 4, att >, _, (f(&k) + 9(&k)) Az, = Do, f(&)Axy +
9(E)Azy = Yy f(E) ATy + Xy g(&) Az — [P f(a)dx + [ g(x)dr. Alltsé giller [[(f(z) +
g(z))dx = ff f(z)dx + ffg(a;) dx, ty grénsvérden dr unika. Detta bevisar ii). For iii); antag att
f >0 och f:f(a;) dz < 0. Enligt Sats 4 (aterigen), galler da 0 < Y, f(&) Az — f:f(a;) dr < 0,
vilket 4r en motségelse sa .. fff(:v) dxr > 0. Lat nu h(z) = g(x) — f(x) > 0. Da géller enligt det vi
precis bevisade, att 0 < f; h(x) dz och enligt ii) och i) géller f; h(x)dx = f;g(aj) dz—i—f;(—f(x)) dr =
f; g(z) dx — f;f(a;) dx. Foljdaktligen géller fff(a;) dr < f; g(z) dz; dvs iii) ar bevisad. O

2 Ytterligare om generaliserade integraler

Vi vill kunna hantera ocksa den situation da integranden i en generaliserad integral inte nédvandigtvis
ar icke-negativ; notera att Jamforelsesatsen (PB, Sats 11, sid. 306) forutsétter att integranderna ar
icke-negativa.

Det &r inte svart att se att med vara definitioner sa géller att om ff f(z)dz, fab g(x)dzr bada &r
konvergenta sa Ar f;(af(x) + Bg(z))dz, dir a, 8 ar konstanter, ockséd konvergent (ty f;(af(x) +

Bg(z))dr = « f: flz)dx+ 5 f; g(x)) dx och gransvardet av en summa &r summan av gransvardena).
Detta faktum anvander vi nu i beviset av

Sats 2 (Satsen om absolutkonvergens) Om f: |f(x)| dx konvergent sa dr ocksa ff f(z)dx kon-
vergent.

Bevis. Bilda hjilpfunktionerna g(z) = (| f(z)| + f(z)) och h(z) = 3(|f(2)| — f(z)). D4 0 < g(z) <
|f(x)] och 0 < h(x) < |f(x)| sa foljer av Jamforelsesatsen att integralerna ffg(;r) dx och ff h(z) dz
bada ar konvergenta. Da &ar enligt resonemanget ovan, ocksa ff(g(x) — h(z)) dx konvergent; dvs

Ji, f(@) da i konvergent ty f(x) = 5(|f(@)| + f(x)) + §(f(@)| = (@) = g(x) — h(x). O



Definition 1 Integralen f; f(x)dz kallas absolutkonvergent om integralen f; |f(x)|dx &r konver-
gent.

Med denna terminologi kan alltsa Satsen om absolutkonvergens uttryckas som att integralen &r kon-
vergent om den ar absolutkonvergent. Omvéandningen till detta pastaende géller ej i allmanhet; det
finns funktioner f(x) sadana att f; |f(z)| dx &r divergent men f; f(x) dx ar konvergent, t ex den s k

Dirichlets integral, [0 S22 dy.

3 Lite om komplexa funktioner

3.1 Polynomekvationer

Anledningen, eller snarare en anledning, till att studera komplexa tal ar att rotterna till ett godtyckligt
polynom med reella koefficienter finns bland de komplexa talen; det motiverande exemplet &r z2 =
—1. Dessutom visar det sig att om vi tittar pa den storre méangden av polynom med komplexa
koefficienter sa géller fortfarande att rotterna till ett sadant polynom ar komplexa tal; vi behover inte
utvidga talméngden ytterligare for att kunna lésa alla polynom med komplexa koefficienter. Detta
ar Algebrans Fundamentalsats; en av matematikens milstolpar.

Dock kan det vara svart att ‘hitta’ rotterna till en polynomekvation. For ett andragradspolynom
p(xz) = 0 kan vi ju enkelt kvadratkomplettera och fa en ‘l6sningsformel’ for rétterna till p(z) = 0.
Det finns ej motsvarande 16sningsformler for femtegradsekvationer och hogre ordningens ekvationer.
Detta &ar en annan utav matematikens milstolpar; det som kallas Galoisteori efter sin upptéackare E.
Galois. Aven om det finns lésningsformler for tredje- och fjarde-gradsekvationer sa tar vi inte upp
det har i kursen utan anvénder oss av att ‘gissa’ rotter. Sjalvklart ar det inte alltid en framkomlig
vég och i praktiken anvénder man sig av numeriska metoder, t ex Newton-Raphson. Vart verktyg
har for att hjdlpa oss att gissa eventuella enkla, rationella, rotter ar Sats 4, PB 1.4, sid. 54:

Sats 3 Ldt f(z) = anz™ +a,_12" '+ ...+ a1x+ ag vara ett polynom med heltalskoefficienter och lit
a = p/q vara ett rationellt tal skrivet sa att heltalen p och q saknar gemensamma faktorer (forutom
+1). Om « dr en rot till ekvationen f(x) =0 sa maste p vara en faktor i ag och q en faktor i a,. O

Observera att satsen inte sdger att det maste finnas en rationell rot utan bara att om det finns en
rationell rot sa delar téljaren p i en sadan rot ldgstagradstermen ag och, osv ... . T ex sa vet vi ju
sedan tidigare att /2 ar ett irrationellt tal. Detta ser vi ocksa m h a denna sats:

Ex: Talet /2 #r det positiva tal som l6ser ekvationen z2 — 2 = 0. Detta #r ju en ekvation som
satsen ar tillimplig pa. De enda rationella rétterna p/q till denna ekvation ar enligt satsen p/q =
+1/+1, £2/ £ 1 = £1, £2 men inget av dessa &r en rot till ekvationen. Sa ekvationen har inga
rationella rétter och speciellt kan da ej /2 vara rationellt. Il

3.2 Komplexa exponentialfunktionen

Vi definierade for 2 = x + iy € C den komplexa exponentialfunktionen enligt e* = e®e¥ dir
e = cosy + isiny, se PB, A7, sid. 457. Med denna definition uppfyller e* egenskaperna for
en exponentialfunktion, e**% = e*e¥; Sats 7, PB, A7, sid. 457. Dessutom far vi fran Ex 26, PB,
avsnitt 3.7, sid. 211, att De"™ = %(e“’x) = we®? for w € C och z € R. Dvs, det verkar vettigt att
definiera

1
/ewr dx = —e"* + C. (1)
w



Det ar ocksa vettigt men det ar inte fullkomligt sjalvklart att det ska se ut sa héar ty detta innebér
att vi ger mening at integralen av en komplexvérd funktion och det har vi inte gjort tidigare; sa lat
oss behandla det. Det ar fullkomligt naturligt att gora foljande definition:

Definition 2 (PB, sid. 211) Lat f vara en komplexvird funktion sa att f(z) = u(x) 4 iv(x) dar
u, v reellvirda funktioner, (u(z) = Ref(z), (v(z) = Imf(z)). Da definierar vi derivatan f’(z) enligt
f'(z) = /(z) 4+ @' (z). Vidare kan vi ge mening at [ u(z)dx och [wv(z)dz. och vi kan da definiera

/f(fU)dxE/u(:v)dx+i/v(:v)d:1:.

Vi ser att med denna naturliga definition sa galler galler &ven for en komplexvard funktion det vi
foérvantar oss, namligen

/f’(m) dx = /u’(m) dx + i/v'(a:) dr = u(z) +iv(x) + C = f(z) + C.

Foljdaktligen géller for w € C, eftersom %(e“’x) = we"?", att

wT _ d 1 wT _ 1 wT
/e dx—/%(—e )dm—we +C,
dvs (1) géller.

Vi har tidigare sett att den reella exponentialfunktionen e®, x € R har en invers, logaritmfunktionen
In. En naturlig fraga ar om ocksa den komplexa exponentialfunktionen e?, z € C har en invers. Svaret
ar lite mer komplicerat &n for den reella exponentialfunktionen och vi ska vara mycket kortfattade
om detta. Mer om detta far man ldsa i en kurs i komplexanalys.

Vi noterar att om z € C och
ef=aq€cC (2)

s& giller att dven e*TM2™ = e%ein?T — ¢* = g dir n € Z, ty ™™ = cos(n27) +isin(n2n) = 14+i0 = 1.
Naturligen betecknar vi de z som uppfyller (2) med log(a), dvs log(a) = {z € C': ¢* = a}. Problemet
ar alltsa att denna méngd i motsats till fallet med en reell exponentialfunktion da log(a) = {z € R :
e? = a}, inte bestar av endast ett element utan innehaller odndligt manga, z + in2w, n € Z. Alltsa
ar log inte en funktion utan en flervdrd ‘funktion’, dvs loga &r inte ett entydigt bestdmt tal, sa en
invers saknas i egentlig mening. Vi ska dock dnda prata om en (mangvéard) ‘invers’, som vi alltsa
kallar log z, till e?, z € C.

For detta noterar vi att genom att skriva @ € C pa polir form, a = |ale’®8?, fir vi med z =
x+iy, ,y € R att ee¥ = e* = a = |ale’*8* sa att

e’ =|al x = In|al

y=arga+n2mw, n €7 y=arga+n2w, n € 7

och darfor géller z = x + iy = In|a| + i(arga + n2w), n € Z. Vi gor f6ljande definition:

Definition 3 Fér a € C later vi logaritmen av a vara det mangvdrda uttryck som ges av,
loga={2€C: e* =a} =Inla| +i(arga + n27), n € Z.

O

Ex: For —i har vi | —i| = 1, arg(—i) = —§ sa log(—i) = In1+4i(—5 +n27) =i5(4n—1),n € Z. O

Ex: Finn de z € C for vilka e* = —1. Vi ser att dessa z ges av ‘inversen’ av funktionen e* i punkten
—1, dvs de ges av z = log(—1) = In| — 1| +i(arg(—1) + n27) = Inl + i(7m + n27) = in(2n + 1) for
n € . O



Observera att den komplexa logaritmfunktionen inte kan anvidndas helt analogt med dess reella
variant och utan ytterligare teori bor den undvikas i vissa sammanhang. Sa skulle man ju kunna
tanka sig att anvinda den komplexa logaritmen log(z — i) som primitiv funktion till 1/(x — ¢) men
det forutsatter mer teori dn vi tar upp héar och darfor anvander vi definitionen av integralen av en
komplex funktion nér vi ska berdkna integralen av 1/(x —1):

Ex: fol L dx = fol % dr = 01 fg—:’l dx = (enligt definition) = fol ooy do + z'fol x++1 dr =
[2 In(z? + 1)]§ + i[arctan 2]} = In V2 + i(7/4). O



