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1. Linjira ekvationssystem, matrisformulering och eli-
minationsmetoden

I teknik och naturvetenskap modelleras ofta verkligheten m h a diffe-
rentialekvationer och grafen for losningar till dessa ekvationer anses utgora
l6sningar till problemet som avses att modelleras. Oftast &r dessa ytor icke-
linjéara, ej plan, och komplicerade. En tankegang ar da att man lokalt vid en
punkt pa losningsytan kan approximera losningen med ytans tangentplan i
punkten. Detta ger, i R3, upphov till en ekvation, planets ekvation, av typen

1121 + a12%2 + a13x3 = by

dér aq; och by ar konstanter. Mer allmént far man vid approximation av sitt
ursprungliga problem (som kan modelleras av flera ekvationer) ett system av
ekvationer

a11T1 + a12T2 + A1323 = b
2121 + A22%2 + A23T3 = by
A1 T1 + ATy + 3Tz = by,

Dessutom ér det oftast fler fler variabler i ekvationerna; ett uttryck a2 +
a12T9 + a1,x, = by motsvarar ett (hyper)plan i R”. Har &r R™ den naturliga
generaliseringen av R!, R? och R?:

Definition 1.1.
R" = {(21,...,2,) i, €R', i=1,...,n}.

For mangden R™ av n-tipler har vi de naturliga generaliseringarna av (term-
eller fack-vis) addition och multiplikation med en skalir o € R: for x =
(1, ..y T0), Y= (y1,...,yn) € R"™ definierar vi

i) T4y = (1Y T2+ Y2, T+ Yn),
i) ax = (axy, axs, ..., qx,).

Det allménna fallet av ett linjért ekvationssystem é&r ett system med m ek-
vationer och n variabler (eller obekanta) dér a;; och b; betraktas som kénda
konstanter:

a1 + 12T + . .. + A1y = bl
a91T1 + 22T + . .. + Aon Ly = bg

, (1.1)
A1 X1 + Q2o + ...+ G, = by
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Vi séger att ekvationssystemet ar homogent om alla b; = 0, annars inho-
mogent. En 16sning till ekvationssystemet &r en uppséttning tal z; s a de m
ckvationerna i ekvationssystemet &r uppfyllda; d vs = (21, 29, ...,2,) € R”
ar en 16sning till ekvationssystemet.

Som antytt ovan leder modellerandet av komplicerade problem pa ett
naturligt sétt till stora (manga variabler, manga ekvationer) linjéra ekva-
tionssystem och om modellerandet ska vara anvandbart behéver man kunna
16sa de resulterande ekvationssystemen effektivt. Sjdlva losandet &r i en viss
mening enkelt men svarigheten &r ofta den stora komplexiteten (manga va-
riabler, manga ekvationer). Det &ar da av stort varde att ha ett notationssy-
stem som &r lattoverskadligt och latthanterligt. Ett sadant notationssystem
ges m h a matriser, talscheman, som definieras av koefficienterna hos ekva-
tionerna i ett linjart ekvationssystem. De okénda variablerna som stkes som
l6sningar ar ju just okédnda och vad man notationsméssigt kallar dem ar av
underordnad betydelse. Darfor behover man ofta inte explicit ange dem utan
ekvationssystemet bestdms helt av koefficienterna i ekvationerna.

Exempel 1.1. Ekvationen a;;21 + a1222 + a1,2, = by kan ju ses som ett ek-

vationssystem och kan med matrisnotation skrivas som (a1 a1z ... ai, | by).
Om hogerledet b; = 0 sa blir matrisnotationen (a1; @12 ... ai, | 0) och man
brukar da bara ange koefficientmatrisen (aq; a1z ... a1,) och med detta me-

na ekvationssystemet med hogerled = 0.
O

Exempel 1.2. Ett allmént ekvationssystem med m ekvationer, n variabler
och hogerled b;, i = 1,...,m, d v s ekvationssystemet i (1.1) ovan, anges pa
matrisform som

a1 a19 N AT bl

a921 a992 ... QAop b2
(1.2)

Al Gm2 - Qmn | O
O

Sadana rektanguldra talscheman kallas matriser. Det lodréata strecket dr oe-
gentligt och anvands bara for att markera att sista elementet i varje rad inte
ar en koefficient for en variabel utan édr hogerledet for respektive ekvation i
ckvationssystemet. Ofta delar man upp matrisen i (1.2) for ekvationssystemet
i(1.1) som

a1 a2 ... Qp bl

921 A92 ... QA9p bg
A - s b et

Am1 Am2 -+ Omn by



sa att matrisen i (1.2) & M = (A|b). Matrisen A kallas koefficientmatris
for ekvationssystemet i (1.1) och b kallas hédgerledsmatris. Matrisen A har m
rader och n kolonner och ségs ha typen m xn; skrivet typ(A)=m xn. Matrisen
b har alltsa typ m x 1 och M &r (utan det lodréta strecket) en matris av typ
mx (n+1) och denna matris kallas utvidgad koefficientmatris eller totalmatris.
En matris A skrivs som A = (a;;) dér talen a;; kallas matrisens element och
ofta skrivs detta ocksa A;; = a;;. En matris kallas kvadratisk om den &r av
typ n X n for nagot positivt heltal n.

Totalmatrisen extraherar alltsa det som &r vésentligt for 1osandet av ett
ekvationssystem och vid losandet av ett ekvationssystem &r det alltsa bara
dessa matriser man behover arbeta med. Det helt generella och viktigaste
séttet att losa ekvationssystem kallas eliminationsmetoden eller Gausselimi-
nation, eftersom det innebér ett successivt eliminerande av obekanta fran ra-
der i ekvationssystemet. Detta eliminerande &r fullt systematiskt och kan latt
implementeras i ett datorprogram. Idén i eliminationsmetoden &r att succes-
sivt forenkla ekvationssystemet genom att i successiva ekvationer eliminera
obekanta pa ett sadant sétt att man erhaller ett ekvivalent ekvationssystem,
d v s ett ekvationssystem med samma l6sningar. Det viktigaste momentet i
denna metod vilar pa det enkla faktum att om vi har tva ekvationer i vart
ekvationssytem, d v s tva likheter som de obekannta variablerna uppfyller,
och adderar vansterled respektive hogerled i dessa tva ekvationer sa far vi en
ny ekvation som de obekanta uppfyller, t ex:

r + y =1
{235 - 2y = 3 (1.3)

Addition av de tva ekvationerna i detta ekvationssystem ger 3z —y = x+y+
2x — 2y =1+ 3 =4, d v s den nya ekvationen 3z —y = 4 som z och y ocksa
uppfyller om z och y uppfyller ekvationerna i (1.3). Dessutom kan vi ju byta
ut en av ekvationerna, t ex den andra, i (1.3) mot denna nya ekvation ty
genom att dra den forsta ekvationen i (1.3) fran den nya sa gor vi ju ogjort
det som vi gjorde for att fa den nya ekvationen. D v s, vi kan aterskapa vart
ursprungliga ekvationssystem fran det nya, d v s

r + y =1
20 — 2y = 3
r + y =1

{ Sr — oy = 4 (1.4)

ar ekvivalenta utsagor (kom ihag att vi kan skriva det m h a <), d v s de ar
sanna samtidigt, d v s ekvationssystemen har samma losningar.

och
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Nu ser vi ju att vi i det nya ekvivalenta ekvationssystemet (1.4) egentligen
inte astadkommit nagon direkt forenkling, det &r ju bara annorlunda (men
med samma losning(ar)); vi har ju inte lyckats eliminera nagon obekant ur
nagon av ekvationerna. For att astadkomma detta skulle vi ju istdllet kunnat
i ett forsta steg t ex ha multiplicerat forsta ekvationen, x +y = 1, i det
ursprungliga ekvationssystemet (1.3) med 2 och erhalla 2x + 2y = 2. Vi
noterar att vi ocksa kan ‘ga tillbaka’ fran denna ekvation, 2z + 2y = 2, till
den ursprungliga, x+y = 1, genom att multiplicera med 1/2. Observera dock
att om vi multiplicerar med 0 stéllet for 2 sa far vi inte en ekvivalent ekvation
ty vi kan inte ‘ga tillbaka’; multiplikation med 0 ger 0 = 0 och fran denna
ekvation som ju &r trivialt sann vad = och y &n &r, kan vi inte aterskapa
x4y = 1, som ju inte ar sann for alla  och y. Vi ser att vi ej far multiplicera
en ekvation med 0 i vart 16sande av ekvationssystemet.

Vi ser alltsa att

r + y =1 20 + 2y = 2 20+ 2y = 2
{2x—2y:3<:>{2x—2y:3<:>4x -5 7
r + y =1 . . . .. -
AR _ 5 dér vi i de olika ekvivalenserna forst multiplicerat

forsta ekvationen med 2, sedan lagt forsta ekvationen (i det andra ekvations-
systemet) till den andra ekvationen och slutligen (i det tredje ekvationssy-
stemet) multiplicerat forsta ekvationen med 1/2. Sjélvklart kan vi forenkla
losandet genom att ‘sla samman’ dessa steg till

r + y =1 r + y =1
{2x—2y:3<:>{4x = 5

dér vi helt enkelt multiplicerat forsta ekvationen i det ursprungliga ekva-
tionssystemet (1.3) med 2 och lagt resultatet till den andra ekvationen. Sa
att multiplicera en ekvation i ekvationssystemet med en konstant och lagga
det till en annan ekvation i systemet skapar ett ekvivalent ekvationssystem.
Observera att vi ju kan multiplicera en ekvation med 0 och lagga resultatet
(d v s 0=0) till en annan ekvation och fa ett ekvivalent ekvationssystem, men
vi far inte ett ekvivalent ekvationssystem om vi multiplicerar en ekvation i
ekvationssystemet med 0 och behaller det resultatet (d v s 0=0), som &r en
nollrad.

Det ar nu latt att 1osa ut x ur sista ekvationen genom att multiplicera ek-
vationen med 1/4. Sedan kan vi ‘bakatsubstituera’ d v s ersétta férekomsten
av x i ekvationer som star ovanfér och da enkelt i forsta ekvationen losa
ut y. Detta ger ju mojlighet att 16sa ekvationssystemet men det ger dnda
inte ett enkelt helt systematiserat losande. For att uppna detta vill vi att



koefficientmatrisen ska vara uppat triangulér ovanfor huvuddiagonalen (fran
ovre vénstra hornet till nedre hogra) istéllet for som i vart fall uppat tri-
anguldr ovanfér den andra diagonalen. (Anledningen, férutom att det kéanns
naturligare, ar att man ej behover skilja pa koefficientmatris och totalmatris
da vi (strax) kommer att prata om s k pivotelement.) For att astadkomma
en sadan l6sning multiplicerar vi forsta ekvationen i vart ursprungliga ek-
vationssystem med -2 och lagger resultatet till den andra ekvationen i det
ursprungliga ekvationssystemet, d v s

{x—l—y:l@{x%—y:l

20— 2y = 3 -4y =1

Anvander vi matrisnotation for detta far vi

111RE111 re (1 1 1\ < &Re
2 —2|3 ) « 0 —4|1)|-1/4 0 1|-1/4 ) |-1]

e (4 2])

sa r =5/4, y = —1/4. Har anvéander vi ¥ med betydelsen (rad)ekvivalent.
Idén i Gausselimination ar alltsa att overfora ekvationssystemet till ett
ekvivalent ekvationssystem pa (uppat) trappstegsform (eller (uppat) trian-

gulédr form):
1 1|1 \re /11 1
2 —2|3 0 1|-1/4

For att kunna utféra en Gausselimination som ovan och 6verfora ekva-
tionssystemet till ett ekvivalent ekvationssystem pa trappstegsform behéver
man ibland byta plats pa raderna i ekvationssystemet. Det forédndrar ju na-
turligtvis inte 16sningsméngden till ekvationssystemet:

Exempel 1.3.

y — 2z =1 0 1 —1|1\ 1T
-y + 22 =1 1 -1 21| %
-z + 2y + z =1 -1 2 1)1
1 -1 21 1 -1 21 1 -1 21
Tlo 1-11 Tlo 1 -1 | [=]% [0 1-1]1
-1 2 1]|1)« 0 1 3|2 — 0 0 4|1
varifran vi latt kan 16sa ekvationssystemet med ‘bakatsubstitution’. O

Vi gor nu foljande definitioner baserade pa diskussionen ovan:



Definition 1.2. En elementdr radoperation pa en matris dr nagon av de
féljande tre operationerna:

i) byta plats pa tva rader,
i1) multiplikation av en rad med en konstant # 0,

ii1) addition av en konstant ganger en rad till en annan rad.

Deﬁnition 1.3. Matriserna My och My kallas radekvivalenta, betecknat

./\/l1 /\/lg, om My kan overféras i Ms genom en foljd av elementdra
radoperationer.

Definition 1.4. Pivotelementet for en rad i en matris dr det forsta elemen-
tet # 0 @ raden. En rad med bara nollor saknar pivotelement. En matris har
trappstegsform om varje pivotelement star till hoger om pivotelementen i de
foregaende raderna.

Definition 1.5. Rangen for en matris M dr antalet pivotelement i en trapp-
stegsmatris som dr radekvivalent med M.

. . : RE
Vi observerar att radekvivalenta matriser har samma rang; M; ~ My =

rang(Mi) = rang(My).

Exempel 1.4.
2 -1 2 10 2 -1 2 10
A=({0 5 -1 -11}, B=10 5 -1 -1 1
4 =2 4 10 0 0 0 -120

Matrisen A har ej trappstegsform men &r radekvivalent med matrisen B. Ma-
trisen B har pivotelement 2,5, —1, ar trappstegsformad och har rang(B) = 3.
Matrisen A har rang=3. O

Vi l6ser foljande exempel m h a matrisformulering och elementéra radopera-
tioner.

Exempel 1.5.
T —xy +213 +a4 =1 =12 1 0|1\[-1][-3]
X1 +x3 s = 1 < 1 010 1|1 — ~
3ZL’1 —XT9 +4ZE3 +2ZL’5 =1 3—-1 40 21 —
1 -1 2 1 1—1 2 1 0] 1
@01—1—11 oE 1 -1 -1 1| 0
0 2 —2 -3 2 0 0 —1 0|-2

Ekvationssystemets totalmatris dr nu trappstegsformad. a
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Definition 1.6. Variabler som hor till pivotelementen i en trappstegsmatris
kallas bundna och ovriga variabler kallas fria.

Losningen till ekvationssystemet far vi genom att ge de fria variablerna god-
tyckliga (parameter)virden och dérefter en efter en 16sa ut de bundna i ter-
mer av de fria, nerifran och upp:

Exempel 1.5. (forts.) Variablerna xq, 25 och x4 &r bundna och z3 och x5 dr
fria. Satt da x3 = s, x5 =t déir s,t € R godtyckliga. Vi far da for de bundna
att —xy = -2 14 =2, 00 =23+14—25 = 5+2—t, 27 = 1+a9—203—714 =
l+s+2—t—2s—2=1—s—1t . Losningarna ges av z = (x1,...,25) =
(1—s—t,5+2—1,521¢) =(1,2,0,2,0)+s(—1,1,1,0,0) + ¢(—1, —1,0,0, 1),
d v s det finns odndligt manga 16sningar.

O

Vi noterar att i det senaste exemplet sa dr antalet variabler > antalet ek-
vationer. Vi betraktar nu en analog situation: ett ekvationssystem med tre
variabler och tva ekvationer, som vi kan uppfatta som tva plan i rummet,
R3.

Tva plan i rummet dr antingen parallella (d v s det finns ingen 16sning
till ekvationssystemet bestaende av ekvationerna for dessa tva plan) eller
sa skédr planen planen varandra och skdrningsméingden dr en linje (d v s
det finns oéndligt manga losningar till ekvationssystemet). Om vi ldgger till
ett eller flera plan (d v s en eller flera ekvationer till ekvationssystemet) sa
att vi har fler &n tre plan, sa kan ju de redan beskrivna situationerna ater
upptrida (ty det tredje planet kan ju vara parallellt med de tidigare tva
parallella planen, eller skérningslinjen for de tva forsta planen ligger i det
tredje planet) men &ven ett tredje fall kan upptridda; ndmligen linjen som
utgor skarningen mellan de tva forsta planen skédr det tredje planet i precis
en punkt (d v s ekvationssystemet har precis en (d v s en entydig) 16sning).

Vi ser alltsa att ett ekvationssystem med tre obekanta, som kan uppfattas
som ett antal plan i rummet, har antingen ingen, precis en eller odndligt
manga losningar. I fallet med ett ekvationssystem med n obekanta kan vi
med hjilp av matrisformuleringen och Gausselimination se att detsamma
géller i detta fall; d v s systemet har ingen, precis en eller oéndligt manga
16sningar.

For att se detta konstaterar vi att totalmatrisen (A|b) for ett ekvations-
system alltid via elementéra radoperationer (som bevarar) l6sningsméngden )
kan overforas till trappstegsform. For att tydligare konstatera de olika fallen
noterar vi vidare att en trappstegsmatris alltid via elementéra radoperationer
kan overforas till radreducerad form:

Definition 1.7. En trappstegsmatris kallas radreducerad om



i) alla pivotelement dr 1,

i) alla element som star i samma kolonn som ett pivotelement dr 0.

Exempel 1.5. (forts.) Vi sag att ekvationssystemet

r1 —To +2ZL’3 +I4 =1 1 -1 21 0]1
7 +3 tos =1 (1 010 1|1 ]| %
3x1 —T9 +4x3 +2x5 = 1 3-1 40 2|1
1-1 2 10| 1
1o 1 -1 —1 1] 0 | och vidare radelimination ger
0 0 0 —1 0]|-2
1-1 2 10| 1 1-1 2 1 0|1
0 1 -1 -1 1| 0 Tlo 1 -1 -1 1|0 | %
0 0 0 -1 0f-2 00 0 10]2
1-1 2 1 0]|1 — 1 -1 20 0|-1\«
Tlo 1 -1 -1 1|0 |« Tlo 1 -101| 2 |1|%
00 0 10f2 00 010] 2
10 10 1]1
1o 1 -1 0 1]2 dar denna sista matris ar radreducerad. I en ra-
00 0102

dreducerad (total)matris kan vi direkt l6sa ut de bundna variablerna i termer
av hogerledet och de fria variablerna. Vi far som tidigare att variablerna x1,
x9 och x4 4r bundna och x3 och x5 ar fria. Satt da x3 = s, x5 =t dér s,t € R
godtyckliga. Vi far da for de bundna att x4 =2, x9 = 23 —x5+2 =2+ s—1t,
r1 =1—wx3—25=1—s—1 . Losningarna ges som tidigare (naturligtvis,
fast pa ett enklare vis) av x = (z1,...,25) = (1 —s—t,s+2—1,s,2,1) =
(1,2,0,2,0)+s(—1,1,1,0,0)+¢t(—1,—1,0,0,1),d v s det finns oéndligt manga
16sningar. O

Vi konstaterar alltsa att en totalmatris (A|b) for ett ekvationssystem med
n obekanta och m ekvationer via elementéra radoperationer (som bevarar
16sningsméngden) kan overforas till trappstegsform och &ven till radreduce-
rad form.

Om i denna radreducerade matris, sista kolonnen (motsvarande hogerle-
det i ekvationssystemet) innehaller ett pivotelement (som alltsa ér 1 eftersom
totalmatrisen inte bara dr pa trappstegsform utan t o m radreducerad) sa
ar elementen i samma rad till vanster om pivotelementet, alla noll. Dessa
nollelement ar ju koefficienterna for variablerna zy, o, ...,x, sa vi har att
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for x1, xq, ..., x, ska gilla att 0 = Oxy + 0xg + ...+ 0z, = 1 vilket ju inte &ar
sant oavsett vad x1, o, ..., x, dr. D v s, ekvationen ar ej uppfylld oavsett
vad x1, X2, ...,x, ar, d v s det finns inga 16sningar i detta fall.

Om tvértom sista kolonnen ej innehaller nagot pivotelement sa kan vi
alltid 16sa ut de bundna variablerna i termer av hogerledet (d v s sista ko-
lonnen i den radreucerade totalmatrisen) och de fria variablerna. Helt klart
géller att 0 < antalet fria variabler < n, ddr n = antalet variabler. Vidare
ar antalet fria variabler = antalet variabler - antalet bundna variabler. Lat
r = rangen = antalet pivotelement = antalet bundna variabler. Da géller
alltsa 0 < n —r < n dar antalet fria variabler = n-r. Om n — r > 0 sa finns
fria variabler och ddrmed oédndligt manga losningar till ekvationssystemet, en
(n-r)-parameter familj. Om n —r = 0 sa &r alltsa r = n, d v s varje kolonn i
koefficientmatrisen innehaller ett pivotelement, d v s det finns da en entydig
16sning.

Vi har alltsa sett att

Sats 1.8. (Huvudsats om l6sningar till ett linjirt ekvationssytem)
Lat ett linjirt ekvationssystem med m ekvationer och n variabler (eller obe-
roende) ha totalmatris (A|b). Da kan ekvationssystemet

i) sakna losningar,

it) ha odndligt manga losningar; (om r=rang(A)< n och da ges losningarna
av en (n-r)-parameter familj),

iii) ha precis en losning; (om rang(A)=n).

Speciellt noterar vi att om hogerledet b = 0 sa finns (minst) en 16sning (ty
x = 0 &r alltid en 16sning om ekvationssystemet &r homogent, och denna
16sning kallas den triviala l6sningen. (OBS att © = (1,22, ..., x,) = 0 bara
ar 16sning om ekvationssystemet dr homogent, d v s om hogerledet &r 0.) Om
koefficientmatrisen A &r av typ m xn med m < n sa giller att r = rang(A) <
m < n, sa antalet fria variabler = n —r > 0 och dérmed finns det oéndligt
manga losningar. Vi har alltsa:

Foljdsats 1.9. Ett homogent linjdrt ekvationssystem med fler obekanta dn
ekvationer har odndligt manga losningar.

Ovning 1.1. Lés foljande ekvationssystem m h a totalmatrismetoden:

r+y = 1 T  Fx2 —3x3 = 3
a)y r—z = 2 b)) —2z1 —x9 = —4
y+z = 1 4dr;1 +2z9 +3x3 = 7
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Ty —2x2 —x3 34 = 1 T1 Trp 42wy A3rg 205 = 0
2¢1 —3x3 +8x3 +9x4 4925 = 0
) 2z1 —dzy  +uxg = 5 d)
21 —2x9 4223 —3x4 = 4 T —x9 +2x3 +4xy 4625 = 0
1 2 3 4 = xr1 —2333 +x4 +xr5 = 0
_9b 43¢ = 1 3r1 +2x9 —x3 = -—15
Sr1 +3w2 +2x3 = 0
e)s 3a +6b -3¢ = -2 f)
6a +6b +3¢ = 5 Soy fxp 43wy =11
—3x1 —3x2 +dry = 41
v 43w -2z = 0 Wy —4z +w = !
2 4v —4dw +3z = 0 Tty —z Aw = 2
9) B h) 3r +2y 4z +2w = 5
2u +3v 2w —x = 0
—4u —3v +5w —4x = 0 —2e -8y 422 —dw = 4
o x —6y +3z = 1
r +3y “4az = 13+ 2a
Ovning 1.2. Los for alla virden pa a ekvationssystemet ¢ —2x -5y +z = —21
=3z =Ty +4z = —25
Finns det nagon 16sning med xz + yz = 457
Ovning 1.3. Finn de viirden pa parametrarna a och b for vilket foljande ekvationssystem
x +T7y —6z = b
har entydig 16sning; < 2x +3y +z = 5 Los ekvationssystemet for 6vriga a
3z —y H4az = 2
och b.
Ovning 1.4. Avgor utan papper och penna vilka av foljande ekvationssystem som har
2x1 —3xy +4z3 —x4 = 0 1 +3xo —3
icke-triviala losningar. a) ¢ 7xy  +z2 —8x3 +9z4 = 0 b) T9 —8x3
21 +8x2 +xs3 —x4 = 0 4x3
C) a11xr1 +aiexes 4aizrs = 0 d) 3r1 —2x9 = 0
ao1T1  +asers “aszxzy = 0 6r1 —4dzo = 0
12 -1 3 s ol
Ovning 1.5. Beriikna rangen av féljande matriser. a) 21 1 5 b) 42 92 3
-4 =5l 31 3 4
6 0 -1 2 -7 -5
2 -1 1 0 —2 =2 3 2 3 :1,) _;l ? 2 _?
c) 1 -2 3 -1 -1 -2 )1 =z -2 e) 1 0 -1 -2 1
-2 -5 8 —4 3 -1 1 2 2 9 3 5 . 3
-1 -1 1 -1 2 1
A . .. . 2 1
Ovning 1.6. Ange en radreducerad trappstegsmatris som ér radekvivalent med a) 5 7

2 1 3 -1 0 2 .
by [ 1 4 2 o -1 0 d)(lﬁ)
3 55 0 Ty
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2. Matrisalgebra

Matriser ar talscheman, bra bl a for att 16sa ekvationssystem som vi sag
i foregaende kapitel. De ar dock inte endast verktyg utan kan ges en egen
struktur; vi kan med naturliga definitioner rikna med dem, d v s de kan fas
att bilda en algebra.

2.1. Addition och multiplikation med en skalir

Vi behandlar forst de réattframma operationerna addition och multiplika-
tion med en skaldr. Multiplikation behandlar vi i nésta avsnitt.

Definition 2.1. Matriserna A och B dr lika, betecknat A = B, om

i) de har samma typ

ii) A;; = Byj for allai och j.

Exempel 2.1. <Z1’> i i) #+ (Zl’) i), (0 0) #+ (0 0 0), 8 =+

cos(m/2)  cosm (0 -1
(00 0)’( (—1)? tan(ﬂ/él))_(l 1) .
Exempel 2.2. Nollmatriser &r matriser A = (a;;) dér alla element a;; = 0,

0 00 00 0 .
t ex (0 0 O), (0 0 O)’ (0 0), (0) Oftast brukar det framga

av sammanhanget vad typen for en matris dr och da brukar man skriva
nollmatriser med samma beteckning, 0. O

Definition 2.2. Om A och B dr matriser av samma typ och « en skaldr
(ett reellt eller komplext tal) sa definierar vi

A+ B = (a;) + (by) = (ai; + bij), aA=(aa).

1 2 2 1 0 -3
Exempel 2.3. —2(0 —1)+(O _2):(0 0) O

Exempel 2.4. Lat
2 3 4 02 7 9 —6 3
A_<1 3 1)’B_<—1 3 —5)’0_(3 0 12)'

1 7T 2 2

Da ar
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Foljande sats samlar rikneregler for matriser och da de &r enkla att bevisa
utelamnar vi beviset. Notera dock att det dr underforstatt att rédknereglerna
bara géller néir operationerna &r definierade; t ex sa maste ju A och B i
satsen ha samma typ och x och y &r skaldrer. Vidare ska 0A = 0 tolkas pa
det naturliga sattet, d v s en matris multiplicerat med skaldren 0 har som
resultat en nollmatris.

Sats 2.3. i) A+ B=B+ A v) (x+y)A=zA+yA
ii) (A+B)+C=A+(B+C) i) z(yA) = (zy)A
i) A+0=0+A=A vii) 1A= A, 0A=0
iv) A—A=0 viti) ©(A+ B) =xA+ B

Ovning 2.1. Lit A och B vara matriserna i ex. 2.4. Beréiknaa) A+ Bb) B—Ac) A—1B
d) Los ekvationen 2X — B = 2A.

2.2. Matrismultiplikation

Vi har tidigare sett att ett ekvationssystem kan formuleras m h a matri-
ser, totalmatris, koefficientmatris och hogerledsmatris och att detta var ett
praktiskt sétt nar vi systematiskt via Gausselimination ska 16sa ekvationssy-
stemet. I foregaende avsnitt sag vi att man kan definiera addition av matriser
och multiplikation med en skaldr. En naturlig fraga blir da om det gar att
definiera ocksa en multiplikation av matriser; d v s om A och B matriser, kan
vi ge mening at AB? For att underscka en eventuell mening av matrismul-
tiplikation behover vi se en enkel situation déar man naturligt kan uppfatta
situationen som en (matris)multiplikation.

Att 16sa ett ekvationssystem, t ex

{ MR = iy och b given (2.1)

innebér ju att undersoka om det finns nagra tal x1, xs sa att (2.1) blir uppfyllt
och i sa fall ange dessa 1, x5. En tanke &r ju att sétta in alla mojliga x;
och x5 och se for vilka (om nagra) utsagan (2.1) blir uppfyllt. Detta &r ju
av en rad orsaker inte vidare praktiskt om ens mdojligt, men virdet med
denna tankegang ar ju att man leds till att uppfatta ekvationssystemet som
en funktion av z; och xs. For x; och x5 kan vi ju naturligen definiera en
funktion, sdg f, genom

f($1,932)

( a1Tr + G122 ) (2.2)

A21T1 + Q22T
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Argumentet (1, x2) ir ju ett talpar, d v s ett element i R?. Det ‘Ar’ ju ocksa
a11T1  +  Q12T2
a21T1 + G222

matris eller en kolonnmatris. Det &r dock klart att det finns en en-entydig

avbildning mellan R? = {(z1,25) : ; € R} och { il) cx; € R, dv
2

) om &n skrivet pa ett annorlunda vis, som en 2 x 1-

s dessa tva mangder dr ur vissa aspekter ‘lika’, d v s de ar inte lika men
kan uppfattas som lika (i meningen att det finns en isomorfi mellan dem);
det ena dr ju en méingd av talpar (z7,x2) medan det andra &r en mingd av
kolonnmatriser <2 ) Samma synsdtt ger att vi kan uppfatta bada dessa
méangder som ‘lika’ méngden {(x; z2) : x; € R} av reella 1 x 2-matriser, en
méngd av radmatriser.

Vi ser nu alltsa att funktionen f definierad i (2.2) kan uppfattas som en
funktion R? — R2?, en funktion definierad pa R? och som tar viirden i R?,
(OBS att funktionen naturligtvis inte behéver anta alla virden i R?*; om t ex
11 = Q12 = o1 = a9 = 0 sa giller ju att det enda virdet som funktionen
antar dr (0,0), origo.)

Fragan om existens av en losning till (2.1) kan alltsa formuleras som en
friga om huruvida det finns nagon punkt (1, z2) € R? sadan att (x;, x5) € R?
avbildas av funktionen f pa elementet (by,by) € R?. Definitionen av funk-
tionen f kréver ju att vi explicit redovisar hur f &r definierad i en punkt
(21, 22) sa med detta synsétt blir det inte lika l4tt att undertrycka variab-
lerna som vi gjorde i matrisformuleringen av ekvationssystem. Bada dessa
formuleringssétt for ett ekvationssystem har ju dock sina uppenbara vérden
och vi vill gdrna kombinera dessa synséitt. For att gora detta behover vi alltsa
behalla variablerna och formulera dem m h a en matris, vilket ju ar ldtt gjort

som t ex radmatrisen (x; ) eller kolonnmatrisen “1). Da hogerledet ar

L2
formulerat m h a en kolonnmatris (som alltsa #ir var formulering av R?) sa
ar det naturligt att for (z1,22) € R? ocksa vilja kolonnnotationen il
2

Fragan blir da hur vi representerar f m h a matrisnotation; vi vill kunna se
forekomsten av variabeln il direkt i beskrivningen av funktionen.
2
Lat oss hérfor betrakta ett ‘ekvationssystem’ bestaende av endast en ek-
vation,
anzi + appry = by,

med en koefficientmatris som &r radmatrisen (a1 a12) och dér vénsterledet
kan uppfattas som en funktion f; : R? — R definierad genom fi(z,xs) =
a1121+ a12x2. Vi sag ovan att talen x1, x5 lampligen da skrivs som en kolonn-
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matris, (il ) Vidare noterar vi att m h a skaldrprodukten, -, kan vi skriva
2
f1 (1’1, l’g) = a111 +CL12.732 = (CLH, CL12) . (ZEl, I‘Q) dar vi vill skriva (CLH, CL12) SOm
radmatrisen (a1 ai2) och (x1,23) som kolonnmatrisen ( xl ) . Lampligen
2

definierar vi da en matrismultiplikation genom

X
(a11 a12) (x; ) = (a11,a12) - (T1,22) = 1171 + a1, (2.3)

Ett ekvationssystem med tva ekvationer som i (2.1) kan vi alltsa skriva
m h a matriser om vi definierar matrisprodukt av iz ) g (M
Q1G22 T2
enligt

aiy a2 z1\ _ [ (a1, a12) - (21, 72) _ [ anT1 + a1222
G21  G22 T ) (a21,a22)'($1,$2) 2171 + A22%2

Q21 Q22

Vi ser alltsa att for f definierad av (2.2) kan vi skriva f(x, z9) = ( di i ) (

Alltsa kan vi skriva ekvationssystemet (2.1) som
@11 A12 € _ by
a1 Q22 ) ba

Ax =b

dar A = (an alz), T = (xl) och b= (bl).
o1 Q22 To ba

Fran fallet med tva rader i koefficientmatrisen ser vi att vi kan ge mening
aven at fallet med fler &n tva rader; vi gor bara likadant for ytterligare rader.
Fragan blir hur matrisprodukten Az ska definieras om vi har fler kolonner i
x.

eller

. b1 b . rp
Lat A = <a11 @12 ) , B = ( e ) Vi studerar sammanséattningen

ag1 A2 bar  ba

av f(xy,z9) = A (xl ) och g(z1,29) = B (xl ) Da galler f(g(z1,z2))=
X9 T2

—AlB 1 A bi171 + biaxo _ a1 (bi1xy + biawa) + aja(barxy + booas)

o ba1 1 + bago ag1(b11x1 + b12wa) + aga(bar1 1 + boos)

_ <(a11611 + a12bor )1 + (ar1bia + a12522)$2)
(a21b11 + agebor)x1 + (a21b12 + aebes) s

15

X1
X2

):
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Vi har alltsa A (B (xl )) —C (xl ) dér
T i)

O — (011 C12 ) _ (allbll + aizbar  a11biz + aiabo )

Co1 €22 a21011 4 agbar  ag1bia + agba
och det blir naturligt att definiera
AB = C.

Vidare noterar vi att kolonnerna i C' ges av
‘i) _ a11b11 + a12b9
C21 a91b11 + agebay )’
Ci2 \ _ [ an b1z + @122
C22 az1b1a + azbyy |-
Vi ser alltsa att den naturliga definitionen av matrismultiplikation &r
b1y bi2
AB=| A A ,
(2(m) 20

d v s vi upprepar definitionen av A matrismultiplicerad (fran héger) med en
kolonnmatris, for var och en av kolonnerna i B; schematiskt har vi

A B AB

J J
d v s kolonn j for AB &ar A ggr kolonn j for B, dar vi med ggr menar
skalarmultiplikation mellan raderna i A och kolonnen j fér B. Héar har vi ju i
vart exempel anvint oss av A och B som 2 x 2-matriser. Vi har dock sett hur
man generaliserar detta till situationer med fler rader i A och fler kolonner i
B. Detta gar ju bra eftersom radernas lingd i A och kolonnernas langd i B ej
paverkas. Sa vi kan alltsa definiera produkten AB om A 4r m X 2-matris och
B 2 x {-matris och resultatet blir en m x f-matris. Denna situation kan vi nu
utvidga till situationen nar A m x n-matris och B n x (-matris. Situationen

ar helt analog; det enda vi behover gora ar att utvidga skaldarprodukten fran
R? och R3 till ett godtyckligt R":
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Definition 2.4. Lat z = (z1,22,..., %), ¥y = (y1,Y2,--,Yn) € R". Vi defi-
nierar da skalarprodukten av x och y som

ToY= Ty + Dol Tl = Y Tl
i=1

Vi har nu matrismultiplikation av matriser A och B dir A m X n-matris och
B k x {-matris, i de fall da n = k. Om n # k sa &r matrisprodukten av A
och B ej definierad.

Exempel 2.5. Lat

9 -6 3
0 2 71 3 0 12
A:<—13—51)’B: -2 1 0
1 1 1
. o ~7 8 25
Da éar BA ej definierat och AB = ( 1 2 34) . O

Later vi A;; = a;; dér alltsa a;; ar elementet for en m x n-matris A pa rad
i och kolonn j och B;; = b;;, B en n X k-matris, sa har vi alltsa att AB ar
definierat och ar en m x k-matris och for 1 <¢ <n, 1 < j < k géller

n

(AB)Z] = Z ailbfj = Arad 7" Bkolonn j

(=1

och schematiskt har vi

A B AB
l
== 7 Q5
J J

Utfor vi nu skalarmultiplikation mellan en fix rad, sidg rad i, for A och ko-
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lonnerna i B sa far vi alltsa rad 7 for AB, d v s schematiskt har vi:

A B AB

Exempel 2.6. LétA:(2 5)ochB:<_5/2 _5).D§LéirAB:

3 15/2 1 2
(8 8) och BA = ( _22 _28) sa AB # BA. Vi har alltsa att matris-
produkt ej &r kommutativ i allménhet. Dessutom géller att AB = 0 utan att
nagon av faktorerna A och B ar 0. O

Exempel 2.7. Antag att matriserna A och B &r sadana att produkterna
AB och BA ér definierade. Antag ocksa att AB = BA. Vi visar nu att da
maste matriserna A och B vara kvadratiska av samma typ. Antag att A &r
av typ m x n och B av typ k x £. Da AB definierad sa maste n = k och
da BA definierad sa maste { = m . AB &r en m X {-matris och BA &r en
k x n-matris. Da dessa ar lika sa maste m =k, { =n. . n=0(=m =k, sa
A och B ar kvadratiska av samma typ. O

Vi definierade i (2.3), som ett forsta steg i definitionen av matrismulti-
plikation, produkten av en rad (med tva element) och en kolonn (med tva
element)

(331 932) (g;) = T1Y1 + T2Y2.

Vi utvidgade sedan definitionen av matrisprodukt respektive skaldrprodukt
sa att

hn
(xl xn) =T1Y1 + XY+ ...+ TpYp =T Y
Yn
dér n godtyckligt heltal > 1. Det vore smidigt att kunna skriva denna ma-

trisprodukt med en kortare notation precis som for skaldrprodukt; = - y.

OBS: Vart foredragna sétt att skriva ett element x = (xy,...,2,) € R”
som en matris dr att skriva det som en kolonnmatris. Om inget annat anges
underforstar vi att denna konvention anvands.
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Definition 2.5. Lat A vara en m x n-matris. Da definieras transponatet av
A, betecknat At, som den n X m-matris som fas genom

(A" = a;i.
Transponatet byter alltsa rader mot kolonner.

Exempel 2.8. Transponatet ger oss alltsa den ovan eftersokta mojligheten
att skriva skaldrprodukt som en matrismultiplikation med en enkel beteck-
ning. For z,y € R™ har vi (med konventionen att skriva ett element i R som
en kolonnmatris) att

Y1
l’ty:<$1 .Tn) =$1y1+$2y2++xnyn:xy
Yn
O
Exempel 2.9.
-6 Gy
4 - \2 4) 4 -
’ > 0 3 6
O
Ovning 2.2. Lat
3.0 1 5 2
=) oee(o ) e=(is) o=y
L1 3 2 4
1 1 1 1 1
61 1 03 3 0 L1100
P=|-t 12 ), el SG=|1 -1 001
1 -2 -3 -1 1
113 0 1 -1 3 o 1 -1 -1 10
0 -1 0 1
Berikna om mojligt foljande. a) D + E, b) 2B — C, ¢) —=3(D +2E),d) A— A, e) F —G.

Ovning 2.3. Berikna om méjligt for matriserna i vning (2.2). a) 24* + C, b) Bt + 5C*,
c) 5C' — 1A, d) 2E" —3D', e) (2E* — 3D")!, f) B — B'.

Ovning 2.4. Berikna om méjligt for matriserna i vning (2.2). a) AB, b) BA, ¢) (3E)D,
d) (AB)C, e) A(BC), f) CC*, g) (DA)!, h) (C'B)At, i) FG, j) GF, k) FG".
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3 -2 7 6 —2 4
Ovning 2.5. Lat A= [ 6 5 4 Joch B=| 0 1 3 |.Finn a) forsta raden i
0 4 9 T 75
AB, b) tredje raden i AB, c¢) andra kolonnen i AB, d) forsta kolonnen i BA, e) tredje
raden i AA, f) tredje kolonnen i AA.

1 3 -1 3

Ovning 2.6. Lat A = [ 2 —1 1 | ochb= [ 0 |.Los matrisekvationen Ax = b
2 -1 0 2

genom att anvénda inversen A1,

Ovning 2.7. Bestim alla matriser som kommuterar med A = ( _515 _i )

Definition 2.6. En enhetsmatris eller identitetsmatris dr en kvadratisk ma-
tris med ettor pa huvuddiagonalen och nollelement for éuvrigt. Vi betecknar
enhetsmatriser med I eller E, da det i allmdnhet framgar av situationen
vilken typ hos enhetsmatrisen som avses.

Exempel 2.10. Matriserna (1) och ( (1) 1 ) ar enhetsmatriser och allméant
10 0 0
0 1 0 0

ar enhetsmatriser av formen L A O
0 0 - 10
0 0 01

Foljande sats samlar rdkneregler for matrismultiplikation. Notera att det
ar underforstatt att raknereglerna bara géller nér operationerna ér definiera-
de. Alla réknereglerna géller i den meningen att om ett av leden i en likhet
existerar sa existerar ocksa det andra ledet. Observera ocksa att enhetsma-
trisen som forekommer i i) respektive i) ej behover vara samma; matrisen
A behover ju ej vara kvadratisk.

Sats 2.7. Lat A, B och C' wvara matriser och lat I vara enhetsmatris. Da

gdller
i) (AB)C = A(BC) iw) (AB)! = B'A!
i) IA=A v) A(B+C)=AB+ AC
iii) AI = A vi) (B+C)A=BA+CA
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Bevis. Beviset ar likartat for satsens alla delar och rattframt. Vi bevisar
endast ). Det dr med ett liknande resonemang som gjordes ovan da det
visades att om tva matriser kommuterar sa dr de kvadratiska, inte svart att
visa att (AB)' och B'A" ir av samma typ. Vidare dr

((AB)"),, = (AB);i = Y ABu;

och .
(B'AY),,; Z B Al = BriAj,
k=1
d vs ((AB)"),;; = (B'A");;, vilket avslutar beviset. n

Notera att i) dr en associativ lag och innebér att i en produkt ABC
behover vi inte sdtta ut paranteser for att markera vilka tva som ska mul-
tipliceras forst da ju resultatet blir detsamma vilket vi &n gor. Detta gor ju
att for en kvadratisk matris A sa kan vi definiera A™ dar n positivt heltal.
Det &r helt enkelt produkten av A med sig sjilvt n ganger i nagon ordning;
vilken spelar ingen roll resultatet blir detsamma.

Ovning 2.8. Visa att (ABC)! = C*B* A,

Ovning 2.9. Antag att A och B iir kvadratiska matriser av samma typ. Visa att da giller

(A+ B)? = A? + AB+ BA+ B2
0
, B = cC=1|1 . Berdkna
0

ar =b (2.5)

Ovning 2.10. Lat A = (

O = O
OO =
= o O
= o O
OO =
o = O
= o O
O O

A193680107.

2.3. Invers matris

Vi betraktar en ekvation

dér a,b € R. Om a # 0 sa kan vi multiplicera ekvationen med a~! = % och

far da losningen o genom x = a tax = a~'b.
Vi har ju ovan sett att ett linjart ekvationssystem med m ekvationer och
n obekanta med hjilp av matrisformulering kan skrivas som

Ax =b (2.6)

déar A ar koefficientmatrisen, = variabelmatrisen (eller variabelkolonnen, som
ju dr en matris) och b hogerledsmatrisen (eller hogerledskolonnen). Detta &r
ju, atminstone ytligt sett, ett uttryck precis pa formen (2.5).
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Man leds naturligen till fragan om det finns nagon matris B sa att BA = [
dér I ar en identitetsmatris. Om det finns en sadan matris B sa far vi alltsa,
helt i analogi med 16sningen i fallet av (2.5), att for = i (2.6) géller

z = Irx = BAx = Bb.

En sadan eventuell matris B &r tydligen av virde och vi gor féljande defini-
tion.

Definition 2.8. En matris B sadan att
AB=BA=1

kallas en invers till A. Om det finns en sadan matris B sa sdger vi att ma-
trisen A har en invers och att matrisen A dr inverterbar.

Vi noterar att om A har en invers sa maste A vara kvadratisk ty vi har
juatt AB = BA och vi kan da argumentera som i exempel (2.7). Vi ser &ven
fran det exemplet att matrisen B ar av samma typ som A, d v s den dr ocksa
kvadratisk.

Vi ténkte oss ovan i ekvationssystemet givet av (2.5) att det var m rader
och n obekanta. Vi ser dock att i det fallet sa fungerar inte var l6sningsstrategi
med invers ty var definition av invers kriver att koefficientmatrisen ar kvadra-
tisk, d v.s m = n. Vi ser vidare att vi egentligen for att fa fram losningen x
da bara multiplicerar med B fran vanster. Det dr darfor av virde att infora
vansterinvers och hogerinvers till A. En vénsterinvers dr naturligen en matris
B sadan att BA = [ och en hogerinvers C' ar en matris sadan att AC' = I. Da
kan A ha bade vansterinvers och hogerinvers utan att vara kvadratisk men
om dessa hoger- repektive vinsterinverser ar lika sa har ju A en invers och &ar
dédrmed kvadratisk. Vi fordjupar oss dock inte i det hér med vénsterinverser
och hogerinverser utan pratar bara om invers.

Sats 2.9. Om A dr inverterbar sd dr inversen entydig. Den betecknas A~'.

Bevis. Det finns minst en invers till A fér vi har ju antagit att A ar in-
verterbar, d v s att det finns en invers. Vi vill visa att det finns precis en
invers. Det har vi visat om vi kan visa att det ocksa kan finnas hogst en
invers. Antag motsatsen, d v s antag att det finns tva eller fler inverser.
Lat B och B’ vara sadana. Da géller enligt definitionen av invers bl a att
AB = I och B’A = I. Multiplicera nu B’A = I med B fran hoger sa att vi
far BAB=1IB =B = B'(AB)=B = Bl =Bty AB=1.D vsvihar
B’ = B'I = B. Sa vart antagande att det fanns tva eller fler inverser var
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fel. Vi har alltsa visat att det finns hogst en invers och detta bevisar alltsa
satsen.

Vi noterar att detta gar att uttrycka mycket kortare: B, B’ inverser till
A= AB=1, B'A=1 .BA=1= (BAB=1I1B= B(AB)=B =
B'l =B= B =B. [ ]

Vi noterar i foljande sats bl a det som motiverade oss att inféra begreppet
invers.

Sats 2.10. Om A inverterbar sa gdller att
Av=bex=A""b

Bevis. =) Az =b=> A" Av=A"=>Ir=A"b=2=A""1
)rr=A=>Ar=AAT"b= Ar=1b= Az =b ]

Anviandbara raknelagar for invers ges i foljande sats vars bevis vi lamnar
som Ovning.

Sats 2.11. Om A och B dr inverterbara och av samma typ sa dr produkten
AB inverterbar och (AB)™ = B~1A™L.

Ovning 2.11. Bevisa Sats 2.11.
Sats 2.12. (A")~! = (A1)
Ovning 2.12. Bevisa Sats 2.12.

Fragan blir nu hur vi avgér om en matris A har en invers och hur vi, om
A har en invers, finner den. Antag forst att A har en invers A~!. D4 géller
enligt maltrismultiplikationen i (2.4) att

A A1 I

J J
Lat for 1 < k < n, X}, och I, vara kolonnerna i A~! respektive I sa att

. | | |
A= X, Xy ... X, |, I= L L ... I,



Da géller alltsa enligt (2.7) att
AXy = I
och vi finner X, genom att 16sa detta ekvationssystem, d v s l6sa
(A[Lx) ,
d v s utfora elementira radoperationer sa att
(AlL) % .. (1Y)

Vi far alltsa att losningen Xy ges av hogerledet Yy i (I|Y%) som dr radredu-
ceringen av totalmatrisen (A|Iy). Da vi for varje hogerled I, for att finna
16sningen Xy, ska losa (A|l)) sa blir det samma radekvivalenser som utfors
for att overfora koefficientmatrisen A till enhetsmatrisen I, fér samtliga av
dessa losningar X, 1 < k < n. Alltsa kan vi utfora dessa radekvivalenser
samtidigt for alla hogerleden [, genom att sdtta dem som succesiva kolonner
i hogerledet, d v s vi sétter som hogerled alla hogerleden pa en gang och far
da enhetsmatrisen I som hogerled.
Vi ser alltsa att genom

AN R (X Xy . X, ) = (11ATY),

finner vi inversen A~!, i det fall som matrisen A har en invers. I det fallet
vet vi ju att det existerar 16sningar Xy, till (A|x) och det ar alltsa detsamma
som att sdga att det gar att via elementéra radoperationer ¢verfora koeffici-
entmatrisen A i (A[]) till enhetsmatris. Om inte detta gar finns alltsa inga
l6sningar X, och alltsa ingen invers.

Denna metod att finna inversen eller se att en invers inte existerar kallas
Jacobis metod.

Exempel 2.11. Lat ( CCL 2 ) och antag att D = ad — bc # 0. Jacobis
a b|1 0 rRe [ a b |1 O RE
metodgernuatt(cd‘o 1)@ (ac ad‘O a)<—
RE [ a b 10 RE ((a b| 1 0 “— RE
0 ad—bc|—c a 1/D 0 1|—¢/p a/p

RE ( a 0 ‘ 1+ (bc/p) —(ab/D) ) RE < 1 0| (p+bc)jap —b/p )_
0 -

01 —c/D a/D 1 —c/D a/D
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_ (L Opdp b ,sa A7t = 1L d b . Observera att i de
0 1|—¢/p a/p D\ —¢ a

gjorda rakningarna har vi antagit att forutom D sa ér, t ex, a # 0. Vi ser
dock att i slutresultatet sa behover vi inga extra villkor forutom D # 0 for
att det erhallna uttrycket for A=! ska vara definierat. En multiplikation av A
med detta A™! ger att detta uttryck verkligen #r inversen till A, utan nagra
andra villkor &n D # 0, (dven om vi tvingades anta extra villkor da vi fann
ett uttryck for A71). 0

Vi formulerar detta resultatet som en sats.

Sats 2.13. Lat < OCL 2 ) och antag att D = ad—bc # 0. Da har A en invers

d —-b
-1 _ 1
4 _D(_C )

12 —2|[—

3[1 0 0\[=2][-1] /1 2 3 )1 00 .
2 53010 |« ~10 1 =3|-210 |2~
108001 — 0 -2 5 [—-101/
12 3|1 00 — 1 20/-14 6 3\«

lo1 —=3/-2 10 — Tlo1ol13 -5 -3|2¥
00 —1|-5 2 1/[-1]3]-3] 001 5 =2 -1
1 0 0|/—40 16 9 1 00|-40 16 9

lo 10|13 -5 -3 Al=(0 10| 13 -5 -3 O
001 5 -2 -1 0015 -2 —1

1 6 4
Exempel 2.13. Lat A = 2 4 —1 |. Jacobis metod ger
-1 2 5
1 —
6 410 0\=2Qa] /1 6 4]1 00 .
2 4 1[0 1 0 |« ~10 -8 -9/-2 10 |1]~

-1 2 51001 — 0 8 91 01/
1 6 411 00

0o -8 —9]—2 1 0 |Vihar alltsa fatt en rad med nollor i koeffi-
00 0/]-111
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cientmatrisen A i (A|I) sa A kan ej via elementéra radoperationer 6verforas
till en enhetsmatris; d v s A har ingen invers. O

Ovning 2.13. Finn med Jacobis metod inversen till féljande matriser eller visa att in-
versen inte existerar. a) 14 b) 30 c) 6 4
° sterat: 2 7 ~1 2 -3 2

Ovning 2.14. Finn med Jacobis metod inversen till féljande matriser eller visa att in-

1 3 2 2 2 -1 3 4 -1
versen inte existerar,a) | -1 0 2 | b)[ 1 -1 -2 J¢)| 1 0 3
2 11 1 -1 2 5 -4

0
N NI T AN
Hl 2 4 1 Jeflo1 1] g)
e o L1 o 00 0 4 1350
00 2 0 135 7
100 0 —8 17 2 1/3 0 0 2 0
1200 |, 4 0 2/5 -9 1 0 0 1
Dls 130 Y] 0 0 0 o [P0 213 o
1 21 4 -1 13 4 2 2 1 5 -3

Ovning 2.15. Antag att ki, ko, k3, kg och k alla dr nollskilda. Finn inversen till foljande

kk 0 0 O 0 0 0 Kk k 0 0 O
. 0 k 0 O 0 0 k O 1 £ 0 0
matriser, a) | 0" b 0 [P ok 0 0 [9] 01 k0
0 0 0 Kk ks 0O 0 O 0 0 1 k
0 -1 2 3 _o
Exempel 2.14. Vilater A= | -1 3 1 |, B= ,
1 0
-1 1 1
2 0
C=1 —1 1 | och léser matrisekvationen
1 2

2XB—-AXB=C

Vi har att 2XB — AXB=C < 2[XB—-AXB& 2 - A)XB=C,dar I
ar identitetsmatrisen av typ 3 x 3. Genom anvéindande av Jacobis metod ser
0 9 2 -1 3
viattB_1:%< )och(2I—A)_1:l 2 —4 0 |.Vifarda
-1 -3 6
0 -3 3
genom multiplikation av (21 — A)X B = C med (21 — A)™! fran vinster och
med B~ fran héger att

2 -1 3 2 0
)(:(2[—14)—1019—1:1 2 —4 0 -1 1 %(_01 _23):
0 -3 3 1 2
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6 3 -3 3
O
1 2 3
Ovning 2.16. Los for X matrisekvationen AXB + 2AX = C diar A = 2 2 5 |,
1 3 4
1 1
B:(é(l))och(]: 1 0 ].
0 1
3. Forslag till svar
Kapitel 1
2 o 1) [
1. a) Inga lésningar b) x = 0 c) x = 1 +s 0 +1 5
-1/3 0 0 1
2 3
4 -7 —4 Z
d)z=s| 1 |+t O e) Inga l6sningar f) © = 2 g) =
w
0 —4 7 N
0 1
7 -5 x 8/5 -3/5 —3/5
—6 4 y | [ 1/10 2/5 ~1/10
s 9 +1 0 h) . = 0 +1 1 + s 0
0 2 w 0 0 1
T —22 13 T 2
2.0ma=2: y | = 13 +s| =5 |;oma#2: y | =13 |;
z 0 1 z 4

()3

3. Om a # 8 har systemet entydig l6sning for alla b € R; om a = 8 sa finns
ingen 16sning om b # 8 och om a = b = 8 ges de oéndligt manga 16sningarna av
(x,y,2) = (1,1,0) +t(—25/11,13/11,1)

4. a,c,d

5.a)2b)4c)3d)2 (omaz=-10/3), 3 (om = # —10/3) e) 2
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Lo 1 0 10/7 —5/7 10 .
6.&)(0 1>b) 01 1/7 3/7T |c¢)| 0 1 d)<0 >omx7éy,
0 0 0 0 00
I
0 0 )OomET=Y
Kapitel 2
2 5 11 -2 -1 3 14 41 1( 48
1‘a)<06—4>’b)<—2 0—6>C)2<337>d)X 2<19
7 6 5 -39 -21 -24 0 0
2.a) | =2 1 3 |, D) ej definierat, c) 9 —6 —15|,d) |1 0 0 |,e)ej
7T 37 -33 —-12 =30 0 0
definierat
~1/4 32 9 1 -1
3. a) <3 5 ), b) ej definierat, c) 9/4 0],d | -13 2 —4],e)
3/4 9/4 01 -6
—13 2 >
01
12 -3 42 108 75 3 45 9
4.a) | =4 5 |, b) ¢j definierat, ¢) | 12 -3 21 |,d) | 11 —-11 17 |,
4 1 36 78 63 717 13
12 6 9
e) samma som i d), f) <?; é;), g) <1(2) _f 11 >, h) | 48 —20 14 |, i)
24 8 16
5 —6 -2 4 1 4 1 1 3 —4
4 -6 -3 1 N . 4 2 -1 -2 -3
5 4 -1 0 -3 , j) €j definierat, k) 4 3 4 5 9
3 1 —4 3 2 5) 2 1 3 4

5.a) (67 41 41),Db) (63 67 57),0)(

1) ol

|

41
21
67

a
b

2b
a+b

—11

—7 4 (20 .
13. a) < 9 1 > b) 5 < 1 3 > c) €j inverterbar
-2 -1 6 -1 -2 5 15
M4.a)t| 5 =3 =4 |b)| 1 1 =3 ]cH[ -10
-1 5 3 -1 -2 4 -5
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4

—12

),e)(24 56 97),

> 10. A

|



1 -1 1
d) ej inverterbar e) % ( -1 1 1 ) £) L 20 -8 0 0
1

o 0 0 22
b 0 0 11 0
1 0 0 0 94 0 0 0
* B/3 _11/? 5 195 8 h) 5 _1; ii g 8 i) ej inverterbar
0 0 -1/7 17 s o 6
—-4/5 3/5 1/5 1/5
- 320 —1 0
i) 12 0 . X
4/5 2/5 -1/5 -1/5
A 0 0 0 0 0 1/k
RN /0 Uk 0 [P 0 1k /0 0
0 0 0 1/k Uk 0 0 0
1/k 0 0

0
_1/k2 1/k 0 0
O uE e ko
—1/EY R —1/R? 1k
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