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Nagot om funktionsféljder/funktionsserier

1. Punktvis och likformig konvergens

Vi betraktar reellvirda funktioner med gemensam definitionsméngd D c R, M < D . Men
(ndstan) allt gér helt analogt for komplexvérda funktioner (av en komplex variabel).

DEF Visiger: FUNKTIONSFOLJDEN f, KONVERGERAR PUNKTVIS MOT f
PA M, och skriver f — f punktvis pd M, om lim f,(x)= f(x) foralla

xe M. f kallas grinsfunktionen till (f,)" .

1.5 T T

EX1 f (x)=x", M=[0]]:

for x=1 géller liml"=1 ochfor 0<x<1

giller limx" =0, alltsi konvergerar x”" punktvis FunktiO:Sfé'jde” pa
n—ee fr(x)=x

0,dad 0<x<l1
[0,1] mot f(x)=1 " .
1, dd x=1 0.5] - —

le’l 0 i |
EX 2 fn (x) — —, M=R: v 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
1+ x~"
_ 1 1 _ : . _xX" 0 _
fn(il)_mﬁz, £,(0)= 0————0, for x| <1: f,(x)= TR U
: . _ 1 1 _ ° :
och for |x| >1: f, (x)= Lo > 031 = 1, alltsa konvergerar f, punktvis mot

0, da |x|<1
fx)=43,da |x|=1:
1, da |x|>l
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Fragan ar nu, vilka egenskaper (kontinuerlig, deriverbar, integrerbar..) 6verfors fran f, till
gransfunktionen f, mera precist: giller

lim(limfn(x))z lim(liizfn(x)), ,{T.lf” (x):(,{immf” (x)) och }{i}ﬁifn(x)dxzilimfn(x)dx,

n—o0\ Xx—Xx, X—>Xxg\n fsoo

dvs: fir man byta "ordningen av grinsvirdena "?
Svaret dr nej, som exemplena ovan visar. Det kridvs ndgot mer dn "konvergens i varje punkt":
f, konvergerar punktvis mot f pd M, om det till varje €>0 och till varje x € M finns ett

N,(e,x) (Ny beror pd € och x!), sé att fn(x)—f(x)|<£ for alla n> N (g,x).

Det som krévs for att svaret skall vara ja, ar att man till varje €>0 kan hitta ett Ny(€)
som duger for alla xe M :

DEF Visiger: f, KONVERGERAR LIKFORMIGT MOT f PA M, och skriver
f,, = f likformigt pd M, om det till varje €>0 finnsett N (&) sd att for alla

xe M och n>N,(e) giller att fn(x)—f(x)|<8.

ANM a) Likformig (eng: uniform) konvergens ar starkare an punktvis (eng: pointwise)
konvergens: f, — f likformigtpd M = f, — f punktvispd M , men
omvéandningen ar fel, som véra exempel och féljande sats visar.

b) Vi sédger: f, ar punktvis, resp likformigt, konvergent pa M, om det finns en
funktion f si att f, konvergerar punktvis, resp likformigt, mot f pa M.

Da kan vi nu visa att likheterna ovan géller for likformigt konvergenta funktionsfoljder :

SATS 1
Foruts: f, — f likformigtpd [a,0] ochalla f, &rkontinuerligapd [a,b].
Pést: a) f éar kontinuerlig pd [a,b].

by lim | £, (x)dx = [ £ (x e

Bev: a) Viskall visa att till xoe[a,b] och godt. €>0 finns & s& att| f(x)=f(x, )|<8
for alla x e€[a,b] med |x—x0|<5:

Eftersom f; konvergerar likformigt mot f pa [a,b], sa finns ett N, sd att for alla x €[a,b]
och n>N, galler : |f(x)—fn (x)|<§; for t.ex. ng=Np+1 giller (eftersom f, &r

fo(xX)= [, (x,)|<% for |x—x,|<8 ochda giller for
dessa x: |f(x)= £ (x, )| =\ (x)= £, (X)+ [, (x)= ., (X )+ £ (%6) = [ (%, )| <
<|fx)= 1, )+ |y (x)= 1y (x| # |y (X0 )= £ (x,)

kontinuerlig) att det finns ett d s att

<S+i+i=¢. VsV
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b) Vi skall visa att till godt. € >0 finns N, sd att for n > N giller:
b b
f S, (x)dx — f f(x)dx|<e: Eftersom f, konvergerar likformigt mot f pa [a,b], s finns ett N,

sd att for alla x €[a,b] och n>N, giller : | f(x)=f,(x )| = men da géller for n> N, :

b

b b b b

[ fo(x)dx=[ f (x)dx|=|[(f,(x) = f(x))dx — f(x)Jdx <55 [dy =¢. VsV
SATS 2

Foruts: f, € C'((a,b)), f, konvergerar likformigt mot g i (a,b) och

(f,(x,))"_, #rkonvergent for nagot x, €(a,b).

Past:  f, konvergerar likformigt moten C'-funktion f i (a,b) och f =g,
dvs: (lim fi(x )) = lim(f, (x)) foralla x € (a,b).
Bev: g ir kontinuerlig (sats1)i (a,b); sitt f(x,)=Ilimf (x,) och for xe(a,b)

f(x):f(x0)+fg(t)dt.Funktionen far C' med [ =gi (a,b). Kvar att visa:

f» konvergerar likformigt mot f 1 (a,b):

Eftersom f, konvergerar likformigt mot g 1 (a,b) s finns tillgodt. £>0 ett N; s att for alla
t € (a,b) och n>N, giller

<5 (ty f,(x,)—= f(x,)). Men da giller for n>N, := max{N,;,N,} och alla

< 3m.7s vidare finns ett N, sd att for n>N, giller

x €(a,b) att

()= f(x)=

£.(x, )+jf (t)dt—( (x0)+jg(t)dt) <

<

o)+ j (£, (t)—g(t))|dt <

j f,(t)=g(1))dr

VSV

o)+ bafdrss

Xo

2 '—,w
I\J|m
+
|

II

En tillfredsstdllande behandling av likformig konvergens kraver "supremum"-begreppet. Men
vart intresse giller huvudsakligen funktionsserier, och for dessa har vi Weierstral3' kriterium,
vilket man klarar sig langt med. Forst en sjdlvklar "komihdg"-definition:
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2. Funktionsserier

DEF Lt u; vara funktioner med gemensam definitionsméngd D och M < D. Vi sdger:

FUNKTIONSSERIEN Zuk ar PUNKTVIS, resp. LIKFORMIGT

k=1

N
KONVERGENT PA M, om foljden av delsummorna S, = Zuk ar punktvis, resp.
k=1

likformigt konvergent pd M.

SATS 3 (Weierstra3' majorantsats)

Om |uk(x)|Sak foralla xe M och ke IN och om serien Zak ar
k=1

konvergent, s dr funktionsserien Z u, absolut och likformigt konvergent pd M.
k=1

Bev: Late>0; eftersom Za , ar konvergent, sd finns ett N, sd att Zak < ¢ och for
k=1 k=Ny+1

Y, (x)= S, (x)=| Yu,(x)

k=1 k=N+1

N> N, giller da

< i|“k (x)| < iak <¢ (oberoende av x!).

k=N+1 k=N+1

VSv

Observera att det racker att |uk (x )| <a, giller f.o.m. nagot N,.

EX 3 Funktionsserien Z +sin< ar likformigt konvergent pa varje [R,R] (0<ReR),

k=1

<X foralla k och xe€[-R,R] och ) & irkonvergent.

=72
k=1

ty |Ltsin
Satserna 1 och 2 ger nu direkt for funktionserier:

SATS 4

Foruts: Funktionsserien Z u, ar likformigt konvergent och alla u; ar kontinuerliga pa [a,b].
k=1

Pést: a) Zuk ar kontinuerlig pa [a,b].

k=1

b) ijuk(x)dxzjiuk(x)dx.

k=14 o k=1
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SATS §

Foruts: Y u, &rlikformigt konvergenti (a,b), Y u,(x,) &rkonvergent for nagot
k=1 k=1

xo€(a,b) ochalla u, € C'((a,b)).

Past: Zuk ar likformigt konvergent och (Z”k] :Zuk 1 (a,b).
k=1 k=1 k=1

Bev: Delsummorna Sy ar kontinuerliga pa [a,b], res .Cli(a,b), sats1,2 ger pastaendena!
bev: P ger p

S4, det var allt. Som ett forsta och viktigt exempel tittar vi pd potensserier och visar
satserna 1 och 2, sid 12:19 1 kursboken (JP). Ett annat viktigt exempel blir Fourierserier.

SATS 6

Foruts: Potensserien chxk har konvergensradien R>0 och summan S(x) (|x| <R).
k=0
Pést: Serien, den termvis deriverade serien och den termvis integrerade serien har samma
konvergensradie R och dr likformigt konvergentai M = {x x| < R}.

a) S(x)=Y ke,x* ', S (x)= Y k(k—1)c,x* % for xe M.
k=1 k=2

b) JS(t)dtz Zﬁckx]“rl for xe M.
0 k=0

Bev: Lit 0<r<R. Weierstra3' majorantsats ger att chxk ar likformigt konvergent pa [—r,r],
k=0

ty |ckxk|S|ck|rk och i|ck|r" ir konvergent (r <R!); vidare ir i“kckx’“1 likformigt
s k=1

konvergent pi (—r,r), ty for |x|<r galler |kckx"—1|: k(%y1|0k|rk-1 <

¢ |t for
k> nagot tillrickligt stort N ( lim k¢" ' =0 dd 0<|g/<1 och 0<g=Ll<1).
k—>o0

Satserna 4/5 ger péstaendena for varje intervall(— r, r); men eftersom varje x med |x| <R
_ xR

5—) sd dr satsen visad. VsV

ligger 1 ett sadant intervall (— r,r) (vélj tex. r
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3. Uppgifter
1) Lat f,(x)=n’x(1-x)". Ar (f,), likformigt konvergent pd [0,1]? [edn: giller satslb ?]

oo . 2
2) Visaatt y S0
k=1

om du deriverar termvis.

ar likformigt konvergent pd /R och diskutera vad som hander

oo

3) Visa att

ar likformigt konvergent pd IR . [ledn: derivera termvis, anvéind sats2]

o \/Zefk’“
4) Beridkna J; —_—.
lfff‘; Nx+k—1

k=1

[ee] 1
5) Visaatt S(x Z x+k)° dr likformigt konvergent i [0,1] och berdkna IS(x)dx
6) Lat f, (x)= ln(cos %)
a) Visaatt Y f drlikformigt konvergenti (-—,).

b) Gller (i fn(x)J =Y £(x) fr |x<m?
n=3

oo —]OC

7) Visa att funktionen f somgesav f(x)=Y) ¢ 5 ér 16sning till
=1(1+k)

differentialekvationen y -2y +y= x' [ 0<x.
et —
svar
1) nej 4) L 5) 1 6b) ja
e—1

funktionsfsljden 1 uppg.1




