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Fransmannen Joseph Fourier (1768 - 1830) var matematiker, men han &gnade
sig ocksa at politik under de stormiga aren efter franska revolutionen och deltog i
Napoleons filttag i Egypten. Han 16ste ett fysikaliskt problem om varmeledning.
Det gallde att beskriva temperaturutvecklingen i en kropp som svalnar. Fouriers
banbrytande idé bestod i att dela upp temperaturfunktionen i sinus-formade vagor
av olika vaglangder. Man kan jamfora med uppdelningen av en ton i komponenter
av olika frekvenser (grundton och flera Gvertoner). Aven ljusets uppdelning i farger
ar av detta slag.

Lat oss se narmare pa denna uppdelning i sinus- och cosinusfunktioner. Matem-
atiskt sett innebar den att man forsoker framstalla en given funktion som summa
av “enkla” trigonometriska funktioner

f(z) = % +ajcosz + bysinx + ag cos 2z + by sin 2z + a3 cos 3z + bgsin 3z + ... .

Intuitionen (och enkla argument) siger att om man ska lyckas for en mer eller
mindre generell funktion f, maste summan ovan vara oandlig, en s.k. serie. Fourier
till ara kallas den funktionens Fourierserie. Om man bara tar med andligt manga
termer, antyder figurerna att ju fler termer man tar, desto narmare kommer man
f(x). En naturlig frdga man nu stéller sig ar: hur generell far f vara, d.v.s. vilka
f ar summan av sin Fourierserie? En enkel observation ar att de trigonometriska
funktionerna i hogerledet ar periodiska med perioden 27, sa att om f inte ar det
kan likheten ovan inte galla overallt, vilket illustreras tydligt av figurerna. For
ovrigt kanske de naturliga kandidaterna ar de kontinuerliga funktionerna, d.v.s. de
funktioner vars graf man kan rita utan att lyfta pennan. Om de dessutom ar ganska
“snalla”, ar var hypotes sann, men det finns faktiskt kontinuerliga funktioner som
inte Overallt ar summan av sin Fourierserie.

Lat oss nu titta nadrmare pa funktionen fran fig. 1 och forestilla oss att den
lutande delen i mitten blir allt brantare, anda tills den till slut blir vertikal. Funk-
tionen dr da inte kontinuerlig lingre (en punkt pa z-axeln far inte motsvaras av
mer dn en punkt pa grafen), utan “hoppar till”, se fig. 2.

Aterigen antyder figuren att man kommer nirmare och nirmare ju fler termer
man tar, men vi ser ocksa nagot annat, ndmligen markliga sma “horn” strax till
vanster och strax till hoger om hopp-punkten. Det markligaste ar att de verkar
finnas kvar, dven efter det att man kommit mycket néra funktionen i 6vriga punkter.
Overraskande nog visar det sig att de alltid kommer att finnas kvar, nagot som kallas
for Gibbs’ fenomen. Hela den odndliga Fourierseriens summa kommer att vara lika
med funktionens hogra vérde plus ca 9% av “spranget” i det hdgra hornet, resp.
funktionens vinstra virde minus ca 9% av “spranget” i det vanstra hornet (i sjilva
verket 8,9489872...%). Detta fenomen upptriader alltid i punkter dir en funktion
inte ar kontinuerlig.

Vi kan gladjande nog i avsnittet om Fourierserier namna en betydande svensk
insats. Lennart Carleson bevisade 1966 att om bara [ (f(z))?dz &r ett &ndligt
tal, sd &r f lika med summan av sin Fourierserie néstan 6verallt i intervallet [—m, 7.
Det betyder att om man, bildligt talat, star i begrepp att satta pennan slumpvis



nagonstans mellan —7 och 7, sa ar sannolikheten noll for att hamna dar f inte
ar lika med seriens summa. Av detta faktum foljer bland annat att “hornen” som
diskuterades tidigare blir allt smalare och deras bredd gar mot noll nir antalet
termer gar mot odndligheten.

Det visar sig att den teori for linjara rum vi hittills byggt upp ar en mycket
lamplig bakgrund for att matematiskt forsta och lara sig arbeta med Fourierserier.

Det finns en stark analogi mellan summor och integraler - det ar knappast
underligt, eftersom (Riemann)integralerna definieras som grénsviarden av (Rie-
mann)summor. Konkret kan det rora sig om linearitetsegenskaper, triangelolik-
heten, konvergens av serier resp. generaliserade integraler etc. Lat oss notera att
aven tva av de oftast anvanda skalarprodukterna pavisar starka likheter. Den forsta
av dem &ar den “vanliga” skaldrprodukten i R™, (z,y) = x-y = z1y1 + Taya + -- -+
ZTnYn. FOr att uppticka analogin, 1at oss skriva z(k) istéllet for zp nér vi beteck-
nar vektorernas koordinater. Det antyder att vi betraktar elementen i R™ som
funktioner, definierade pa méngden M = {1,2,...,n}. Skaldrprodukten far da ut-
seendet (z,y) = > . car (k)y(k) och viser plétsligt att den ar mycket lik en annan
skaldrprodukt vi ofta anvént, namligen (f,g) = [; f t)ydt, f,g € (t.ex.) C(I)
(de kontinuerliga funktionerna pa ett éindhgt eller oandhgt intervall I.) Det visar
sig att C(I) inte ar det naturliga linjira rummet for skalarprodukten ovan. En
stringent och detaljerad redogorelse gar langt utanfor ramarna for denna kurs, men
vi kan atminstone forsoka ge en uppfattning om hur det “naturliga” linjara rummet
V' kan tankas se ut.

I analyskurserna dr de flesta (reella) funktioner man sysslar med kontinuerliga
och t.o.m. (atminstone styckvis) deriverbara. I sjilva verket dr en stor del av
analysen tillampbar pa langt mer generella objekt. For att en begriansad funktion
ska vara (Riemann)integrerbar pa ett dndligt intervall ar det tillrickligt att den
ar kontinuerlig, men det &ar langt ifran nédvandigt. (For obegrinsade funktioner
eller pa oandliga intervall maste man undersoka de generaliserade integralernas
konvergens.) Lat oss darfor anta att funktionerna f och ¢ i skalidrprodukten vi
ar intresserade av kan vara diskontinuerliga, men &nda ar sadana att integralen
existerar (om intervallet dr &ndligt kan man betrakta funktioner som har sprang i
andligt manga punkter). For en vektor (funktion) i V' definieras begreppet norm
(= ldngd) som ||f|| = +/{f, f)- Med den konkreta skaldrprodukt vi har far vi att
If|> = [; f2(z)dz. Ett rimligt krav pa funktionerna i V' &r dérfor att denna
integral finns (eventuellt konvergerar som generaliserad integral).

Exempel 1. Om intervallet I = [—1, 1] (vilket ar ett begrénsat intervall), upp-
fylls kravet av alla kontinuerliga funktioner pa I och dessutom av t.ex. funktionerna
0(x) och sign ().

Exempel 2. Funktionen f(z) = \4/_ uppfyller kravet pa intervallet I = (0, 1),
integralen ovan konvergerar trots att funktionen ar obegriansad i 0 och darmed
inte Riemannintegrerbar i egentlig mening utan i generaliserad mening. Samma
funktion uppfyller inte kravet om man viljer I = (1, 00), integralen ar divergent i
oandligheten.

Det kanns darfor naturligt att definiera elementen i rummet V som mangden
av alla (reellvidrda) funktioner, vars kvadrater ar integrerbara pa I, i egentlig eller
generaliserad mening. Tyvarr visar det sig att detta aterigen inte ar den “ratta”



definitionen. Visserligen har man da kommit narmare sanningen, men ett sadant
rum skulle leda till samma typ av problem som gor det nodvandigt att introduc-
era irrationella reella tal istallet for att noja sig med rationella. Lite 16st forklarat
innebér det att man i ett sadant rum skulle kunna konstruera (funktions)féljder
som ser ut att konvergera, men vars grans(funktion) inte ligger i rummet. Detta
problem gar att losa. Losningen gar ut pa att man istallet for Riemannintegralen in-
troducerar en ny typ av integral, den s.k. Lebesgueintegralen. Detta ar en tamligen
komplicerad procedur, som vi avstar fran att kommentera har. Vi nojer oss med
att notera att alla Riemannintegrerbara funktioner ocksa ar Lebesgueintegrerbara,
men ej omvéant. I de fall bada integralerna finns ar de lika med varandra (det
handlar alltsd om en utvidgning av integralbegreppet).

Exempel 3. En funktion som ar Lebesgueintegrerbar, men ej Riemanninte-
grerbar pa [0, 1] ar Dirichlets funktion:

f“)‘{o, ze0,1], 7 ¢ Q.

For denna funktion géller att Lebesgueintegralen (L fo x)dz = 0, medan det
ar latt att overtyga sig om att Riemannintegralen inte finns. Hur fint man an delar
in intervallet [0, 1] i delintervall kommer varje liten bit att innehalla savél rationella
som irrationella punkter (tal). Det betyder att man for varje indelning kan kon-
struera bade Riemannsummor som ar identiskt lika med 1 och Riemannsummor
som ar identiskt lika med 0, alltsd kan inte funktionen vara Riemannintegrerbar.
Orsaken till det ar att funktionen ar diskontinuerlig i varje punkt, medan Riemann-
integrerbara funktioner, lite lost talat, inte far vara diskontinuerliga pa en alltfor
stor mangd.

Samma funktion kan hjalpa oss att illustrera det fenomen som diskuterades tidi-
gare, namligen existensen av funktionsfoljder av Riemannintegrerbara funktioner,
vars gransfunktion inte ar Riemannintegrerbar Ordna alla rationella tal i interval-
let [0,1] i en foljd {r1,72,...,7n,...},! och betrakta funktionsfoljden {f,(z)}2
dar

n=1y

1, z€[0,1], z€{ri,re,...,mn};

falz) = {0’ z €[0,1], x & {r1,72,...,mn}.

Det dr uppenbart att lim, , fn(z) = f(x) for alla z € [0,1]. For alla n &r
funktionen f, Riemannintegrerbar eftersom den ar diskontinuerlig i andligt manga
(n) punkter och ( fo fn(z)dz = 0. Men som vi sag tidigare ar gransfunktionen
f inte Riemannlntegrerbar

I fortsattningen star alltsa integraltecknet for en annan typ av integral an tidi-
gare, men vi nojer oss med att i konkreta exempel betrakta Riemannintegrerbara
funktioner.

Definition. Rummet L?(I) bestar av alla (komplexa) funktioner pa interval-
let I, sadana att (L) [;|f(z)|?dz < co. Rumimet antas vara utrustat med den

uppenbarliga linjira strukturen och skaldrprodukten (f, g) L) [, f 7 g(:c )dz.

IMan kan t.ex. gora si: Borja med alla rationella tal i intervallet, som har nimnare 1;

tag sedan alla som har nimnare 2 och som inte redan &r listade o.s.v. Man far da foljden:

{0,1, %, %, %, %, %, ... }. En méangd, vars element kan ordnas i en foljd, sigs vara uppraknelig.



Tecknet for belopp och strecket for komplexkonjugat behovs endast om man
betraktar komplexvarda funktioner, vilket vi i allmanhet inte kommer att gora har.
Bokstaven L i rummets namn kommer fran den franske matematikern Lebesgues
namn.

Exempel 4. For funktionen fran exempel 2 géller alltsa att f € L2(0,1), men
f ¢ L%*(1,00). Dirichlets funktion ligger ocksa i L? (den sammanfaller uppenbarli-
gen med sin egen kvadrat).

Som om det inte vore nog med problem forefaller det vara nagot skumt med
skalarprodukten. Det fjarde axiomet for skalarprodukt kraver att den enda vektorn
med langd 0 ar nollvektorn. Men det ar mycket latt att konstruera en funktion som
inte dr identiskt lika med noll och dnd& har L2-langd 0: Lat I = [—1,1],

w0 ={y I 70

Uppenbarligen galler f _11 g%(z)dz = 0, men g &r inte identiskt lika med 0. Prob-
lemet bestar i att integralen inte “ser skillnad” pa g och nollfunktionen, den “kanner
inte av” arean under en enskild punkt. Problemet loser vi genom att helt enkelt
betrakta tva funktioner som lika varandra i L2-mening sé fort deras skillnad har
L?-langd 0, d.vs. f=gi L*(I) & [;|f(z)—g(z)|*dz = 0.

I fortsattningen kommer intervallet I att antas vara begransat om inget annat
sags.

Under resans gang har vi markt att det ar en stor fordel att arbeta med linjara
rum, som ar utrustade med bas (helst ortonormerad sadan). Hittills har vi definierat
begreppet bas endast for dndligdimensionella rum. Rummet L2?(I) dr oandlig-
dimensionellt, det innehaller alla kontinuerliga funktioner pa I och vi vet redan att
rummet C'(I) dr odndligdimensionellt. Det visar sig vara mojligt att introducera
en uppriknelig ortogonal bas i L2(I). Framstéillningen av en funktion i en sddan
standardbas, bestaende av sin- och cosfunktioner, kallas for funktionens utveckling
i Fourierserie.

Fourierserier

Betrakta det linjira rummet L?(—n, ), utrustat med skalirprodukten (f,g) =
[T f(z)g(x)dz. Viska visa att funktionerna

{1, cosz,sinz, cos 2z,sin 2z, ..., cosnz,sinnz, ... }

bildar en ortogonalméngd i L?(—m, 7), d.v.s. att dessa funktioner &r parvis orto-
gonala. Lat oss berakna skalarprodukterna:

T
/ cos mz sinnzdx = 0, foralla. m=20,1,2,..., n=1,2,...,

—T



5

ty cos ma ar en jamn funktion, sin nx dr udda och intervallet (—m, ) dr symmetriskt
m.a.p. 0;

™ 1 ™
/ cos mx cos nxdx = 3 / (cos (mx + nz) + cos (mz — nx))dx =

T —

2 m-+n m-—n

_1 ([sm«mm)x)}:+ [sin«m—n)x)L) Lot men

och slutligen

™ 1 e
/ sin mz sin nzdr = 5 / (cos (mx — nz) — cos (mz + nx))de =

- -

:1([Sin((m—n)m)]ﬂ _[sin((m—i—n)x)}i)zo o

2 m-—n m-+n

-7

alltsa ar funktionerna i mangden parvis ortogonala. Vi kan ocksa berakna deras

normer: .
|11]|2 :/ 1%dx = 2m;

—T

B 1 [" 1

||cosmac||2:/ cos® mx dx = —/ (1 + cos2mx)dx = =(2r 4+ 0) = m;
. 2], 2
™ 1 ™ 1

||sinma:||2:/ sin® mz dx = —/ (1 —cos2mz)dz = —(2r — 0) = 7.
. 2 ). 2

Mangden
M — { 1 cosz sinz cos2z sin2x cosnz sinnz }
m’ ﬁ b \/E bl \/E bl ﬁ AR ﬁ bl \/E P

ar alltsa ortonormerad. En godtycklig delmangd ar da ocksa ortonormerad, och
dirmed linjart oberoende (se Lemma 2.1, s. 32 1 KH).

Definition. En (o4ndlig) uppsattning vektorer kallas linjirt oberoende om varje
andlig deluppsattning ar linjart oberoende.

Lite 10st talat har vi nu visat att funktionerna i mangden M inte ar for manga for
att bilda en bas i L2(—m, 7). Det dterstar di att visa att de inte ar for fa, d.v.s. att
de (i nagon mening) genererar hela rummet. Det problemet dr betydligt svarare,
det ar ganska uppenbart att man bor betrakta oandliga summor, alltsa serier, vilket
kraver en utredning av eventuell konvergens resp. divergens. Vi kommer att utan
bevis acceptera att M dr en ON bas i L2(—m,7) och att endast delvis besvara
fragorna som dyker upp i samband med en utredning av seriernas konvergens.

L&t oss nu alltsd anta att funktionerna i L?(—n, ) kan skrivas som linjarkom-
binationer av elementen i M, d.v.s.

flx) = 5 +ajcosx+bysinz + -+ a,cosne + b, sinnxr + ...,



6
dar likheten ska tolkas i L?(—, w)-mening, d.v.s. om vi infor beteckningen
Sn(z) = % + aycosx + bysinx + - - - + ay, cosnz + by, sinnz
sd galler [|S, — f|[2. = [7_(Sn(z) — f(2))?dz — 0 d& n — oco. (Att den forsta

koefficienten heter % och inte ag ar av tekniska skl som kommer att framga senare.)
Lat oss, forutsatt att likheten ovan galler, berakna koefficienterna ag, ay, by, - . ..

For att gora det, multiplicera skalart med 1,cosz,sinz,...,cosnx,sinnz,...:
™ ™
agp
1: f(:l:)dac:/ 1-—dz + 0 = map;
— — 2
™ ™
COS NI : f(x)cosnxdr =0+ an/ cos’nrdes+0=ma,, n=12,...;
sinnz : f(x)sinnxdr =0+ bn/ sin®nede+0=mb,, n=12,....
-7 -

Vi kan nu l6sa ut koefficienterna och far:

I L (" L[
ap = ~ f(z)dz; ap = — f(z)cosnxzdz; by, =— f(z) sinnz d.

- TJ—x -

Vi ser att uttrycket for ag fas ur uttrycket for a,, for n = 0, vilket var anledningen
till att vi kallade koefficienten framfor 1 for % och inte ay.

Definition. Givet en integrerbar funktion f pa intervallet (—m, ), serien
o
0 .
7 E_ ap, COSNT + by, sinnx),

dar

1 [7 L[ L [7
ao:—/ f(x)dz, an=— [ f(z)cosnzdz, bnz—/ f(z) sinnz dz,

T —T -7 —T

kallas Fourierserien till f och man skriver

o0
~ — + E Ay, COSNL + by, SInNI).

(£]s]

Koefficienterna %, an,bn,n = 1,2,..., kallas Fourierkoefficienterna till f.

Exempel 5. Bestdm Fourierserien till funktionen f(x) = z pa (—m, ).
Losning: Lat oss berdkna f:s Fourierkoefficienter:

1 ™
an:—/ xcosnzdr =0, n=0,1,2,...,
v

—T



ty funktionen x ar udda, cos nz ar jamn och produkten z cosnz blir darmed udda;

1 [" 2 [T
bn:—/ msinnxdaz:—/ rsinnrdr =
0

T J)_x T
2 [ —cos R -
:—[a: nx} __/ 1. cosna:dx:
Vi n 0 e 0 n
2 — 2 [si T 2 2 2(—1)"1
2= gy 2[R 2= 2oy S S
™ n nmw n 0 n n n

Vi far alltsa
- 2
— ~ -1 n—1< _: .
flx)==z nE:1( ) ~sinnz

Det &r uppenbart att funktionen f(z) = xz ligger i L?(—m, ). Déarfor kan vi
pasta att

(o]
2 o
x = Z(—l)"‘l— sinnz i L>-mening pd (-, ).
n
n=1
Det &ar ddremot oklart om f(x) = x sammanfaller med sin Fourierserie i enskilda
punkter, d.v.s. om likheten giller dven punktvis. For allminna funktioner i L2
ar fragan fel stalld, eftersom tva funktioner som skiljer sig at i en enskild punkt
betraktas som samma funktion i L2-mening. Darfor ar det naturligt att forutsatta
vissa kontinuitetsegenskaper innan man forsoker besvara fragan.

Definition. En funktion f sags vara styckvis kontinuerlig pa ett intervall om
f ar definierad och kontinuerlig pa intervallet utom eventuellt i ett dndligt antal
punkter, i vilka f har (dndliga) gransvérden fran vanster och fran hoger.

Definition. En funktion f sags vara styckvis deriverbar pa ett intervall om
f ar definierad och deriverbar pa intervallet utom eventuellt i ett andligt antal
punkter, i vilka f och f:s differenskvot har (dndliga) gransvérden fran vinster och
fran hoger.

Exempel 6. Funktionen

0, z<0,
0(3:):{1 z>0

ar styckvis deriverbar pa (—oo, 00), ty den ar definierad och deriverbar pa (—oc,0)
och (0,00); den ar odefinierad i punkten 0, men savil funktionen som dess differ-
enskvot har (dndliga) gransviarden fran vénster och fran hoger i 0:

0(07) = lim O(z)=0; 6(0") = lim f(x) = 1;

T—0— z—0t

_ - _ +
f 00+ —0(07) L 80+k) —0(0h) _
h—0— h h—0t h

Vi kan nu ge ett svar pa fragan som stalldes tidigare:



Sats. Antag att funktionen f &r styckvis deriverbar pa intervallet [—m, w]. Da
ar Fourierserien till f konvergent for varje punkt z € (—m,7) och har summan
(f(@™)+ f(z7)) = 1 (limy 0+ f(z+h)+limp,_o- f(z+h)). Speciellt konvergerar
Fourierserien mot f(x) i varje punkt dér f ar kontinuerlig.

Eftersom funktionen f(z) = z ar kontinuerlig (och deriverbar) pa hela intervallet
(—m, ) kan vi nu siga att den ar lika med summan av sin Fourierserie for alla z i
det intervallet.

Hittills har allt utspelat sig pa intervallet (—m, 7). Om vi tittar pa Exempel 5
igen sa ser vi att saval funktionen sjalv som dess Fourierserie ar definierade for alla
reella z. En naturlig fraga som instéller sig ar: hur val representeras funktionen
av sin Fourierserie utanfor (—m,7)? Svaret (i det hér fallet) maste tyvérr bli: inte
alls. Anledningen till det ar mycket enkel, Fourierserien ar alltid en 27-periodisk
funktion, medan funktionen sjilv (f(z) = z i vart exempel) behover inte alls vara
det. Fourierserien representerar i sjalva verket en funktion som sammanfaller med
f pd (—=m,m) och dr en 2m-periodisk fortsittning av f|_, ») utanfor (se fig. 3). Vi
kan nu precisera nagot satsen som formulerades ovan.

Sats. Antag att funktionen f &r styckvis deriverbar pa intervallet [—7, 7] och
periodisk med perioden 27. D& ar Fourierserien till f konvergent for varje reellt
z och har summan 1(f(z%) + f(z7)) = 3(limp 0+ f(z + h) + limy,_,o- f(z + h)).
Speciellt konvergerar Fourierserien mot f(x) i varje punkt dar f &r kontinuerlig.

Exempel 7. Bestdm Fourierserien till den 2m-periodiska funktion f som pa
intervallet [—m, ) sammanfaller med |z|. Bestdm Fourierseriens summa for varje
reellt z.

L6sning: Funktionen |z| 4r en jdmn funktion och samma kommer uppenbarligen
att gilla dess periodiska fortsittning (se fig. 4). Lat oss berdkna f:s Fourierkoeffi-

cienter: . .
1 2 21
aoz—/ \x|d:ﬁ:—/ rdr==_7%=m;
A - ™ Jo 2

1 [ 2 [T
ap = — |z| cosnxdxr = — | zcosnxdx =
s ™ Jo

—T

2 [ sinnz]™ 2 (7 2
=— [a: } - — [ sinnzdr =0+ —— [cosnz]; =
T o nm /g n’m

2 n B 0, n jamnt,
=5 ((=1) _1)_{ 4 n udda;

n4mw?

b, =0 (ty integral 6ver (—m, ) av en udda funktion).
Alla udda tal kan skrivas pa formen 2k — 1, k£ € Z (alla jimna kan i sin tur

skrivas pa formen 2k, k € 7Z). Eftersom funktionen f uppenbarligen &r styckvis
deriverbar och kontinuerlig pa (—oo,00) sa kan vi alltsa pasta att

T o4& 1
flz) = 5—;;mcos(2k—l)m,



bade i L2-mening och punktvis for alla reella z. Speciellt giller att

4 & 1
lz| = g - kz_:l mcos (2k — 1)z for alla z € [—m, ).

L&t oss har oppna en liten parentes. Vi har i analyskurserna sett att man med
hjalp av vissa kriterier kan uttala sig om numeriska seriers konvergens resp. di-
vergens. Déaremot har vi endast i undantagsfall (t.ex. for teleskoperande serier)
kunnat saga nagot om seriens summa. Fourierutvecklingar kan vara anvandbara i
det sammanhanget. Betrakta likheten ovan och satt in z = 0; det ger

™

4 ZOO 1
= - — — - = ]_
0 2 mi (2k —1)2 (ty cos0=1),

vilket ger
2

L
_1)2 )"
P (2k — 1) 8

Tyvarr kan man inte anvinda denna metod for att bestdmma summan av en pa
forhand given numerisk serie.

Vi har hittills nagra ganger i exemplen anvéant oss av udda och jamna funktioners
egenskaper. Lat oss sammanfatta:

Om f(z) &r en jamn funktion, sa ar f(z)cosnz ocksa jimn, medan f(z)sinnz
ar udda. Detta medfor att

2 T
ap = —/ f(z)cosnxdx for alla n > 0; b, =0 foralla n>1,
™ Jo

d.v.s. funktionen f:s Fourierutveckling blir en s.k. cosinusserie. Analogt, tar man
en udda funktion, far man

2 ™
b, = —/ f(x)sinnxdx for alla n >1; a, =0 foralla n>0,
T Jo

och f:s Fourierutveckling blir en sinusserie.

Ibland vill man utveckla en given funktion i cosinus- resp. sinusserie. Naturligtvis
dr det sa att har man en funktion given pa hela intervallet (—m,m) och denna
funktion ar varken udda eller jamn, sa har man inte en chans att lyckas. Antag
diremot att vi endast kdnner till funktionen pa halva intervallet, (0,7). Det star
oss da fritt att fortsdtta funktionen som jamn resp. udda pa hela intervallet och
darefter utveckla i en cosinus- resp. sinusserie. Notera att om man borjar med
en styckvis deriverbar funktion sa ar den jimna resp. udda fortsattningen ocksa
styckvis deriverbar (se fig. 5). Lat oss illustrera med ett exempel:

Exempel 8. Utveckla funktionen f(x) = cosz i sinusserie pa intervallet (0, ).

L6sning: Funktionen f(z) = cos z r jimn pa varje intervall som ar symmetriskt
m.a.p. 0. Pa (0,7) ddremot ar fragan om jamn eller udda meningslos, eftersom x
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och —z inte tillhor intervallet samtidigt. Vi kan darfor fortsatta cos z som en udda

funktion pa (—m, m):

FoN cosz, xz¢€ (0,7),
fla) = { —cos(—zx), z € (—m,0).

Funktionen f ar da udda och dess Fourierutveckling blir automatiskt en si-
nusserie. Eftersom f och f sammanfaller pa (0,7) kommer vi dirmed att ha fatt
en sinusutveckling for cos z pa (0, 7). Konkret i exemplet far vi:

1 2 [T
sinnzdr = — / f(x)sinnx dx =
T Jo

=0 ba=1 [ f)

—T

2 [T , 2 1 (7 . .
= — coszsinnzdr=—-- [ (sin(n+ 1)z +sin(n— 1)z)dz.
T Jo T 2/

Vi maste betrakta fallen n = 1 och n > 1 separat:

1/7r 0w d 1 [—cos2z]™ 1( 14+1)=0
sin = | —| ==—(- =0;

n=1: b1=—
T 0
n> 1 bn:l —cos(n+ 1)z N —cos(n—1)z _
T n+1 0 n—1 0

GO Vet W GV e & W B G Vs ol s
o n+1 n—1 B T n?—1 -

21+ (-)"n 0, n=2k+1,

N 7T(n2 —1) - 7‘.(425_1), n=2%k.

Vi har darmed funnit den sokta sinusserien:

8 v Kk
cosT = — ’; 71 sin2kx i L?-mening och punktvis for z € (0, 7).

Observera att hade vi velat utveckla cos z i “vanlig” Fourierserie pa hela (—7, ),
sa hade vi fatt a; = 1 och alla 6vriga kofficienter lika med noll. Man kan komma

fram till den slutsatsen helt utan att rakna, darfor att cos z ar en av basfunktionerna

och darmed “fardigutvecklad”.

Bessels olikhet. Parsevals formel

Lat oss titta pa U, = span{1l,cosz,sinz,...,cosnz,sinnz}. Det r uppenbart
att Uy, ar ett underrum i L2. De 2n+1 funktionerna som genererar U,, ir ortogonala,

darmed linjart oberoende, och alltsa galler dimU,, = 2n + 1. Eftersom U, ar
andligdimensionellt vet vi med siakerhet att man kan ortogonalprojicera pa U, och
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vi har (givet en ON bas) en formel for ortogonalprojektionen. Vi har tidigare
beraknat basfunktionernas norm, en ON bas i U, ar

N Y ahv Sty S

Om vi d& projicerar en godtycklig funktion f € L?(—m, ) pa Uy, far vi (se Sats
2.7, 5. 36 1 KH):

cos kt coskx sin kt . sin kx

1 1

) =

n
=20 Z(ak cos kx + by sin kx),
k=1

dar 9, a1,b1,...,0an, by, ar just de 2n + 1 forsta koefficienterna i f:s Fourierutveck-
ling. Det betyder att partialsummorna (S,) i en funktions Fourierserie ar funk-
tionens ortogonalprojektioner pa de andligdimensionella underrum, som genereras
av motsvarande antal (2n + 1) basfunktioner. Detta faktum, kombinerat med tidi-
gare abstrakta resultat (se ss. 35-37 i KH) ger:

(i) Det bista sittet att approximera en funktion f € L?(—m,7) med en dndlig
summa av typen £+ p_, (cx cos kz+dy, sin kz) (ett s.k. trigonometriskt polynom),
ar att valja motsvarande partialsumma i f:s Fourierserie, d.v.s.

. & = .
||f(x) — Sp(x)||p2 = min||f(z) — 50 — Y (cxcoskx + disinkzx)||pe.
k=1

(ii) Enligt Pythagoras’ sats géller:

1£11Z2 = 1SnllZ2 + IIf = SnllZ2,

varav foljer

1Snllze < [[fllz2= [ f*(z)dz

Funktionen S,, ar en andlig linjarkombination av ortogonala funktioner, vilket
gor att dess L?-norm litt kan beriknas med hjilp av Pythagoras’ sats:

a2 . .
1Sl = (%) I11]2+a2]] cos [+ sin ][+ +a2]| cos na| 2+ 2| sinnal | =

2 n
- w(% +3 (a? +83)).
k=1
Denna likhet, i kombination med olikheten mellan ||f|| och ||S,||, ger Bessels

olikhet: .
a? 1 [™
70 + kz_:l(ai + bi) < - - f2(a;)da;.
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(For en abstrakt version av Bessels olikhet, se s. 37 i KH.)

(iii) Varje funktion i L? har (naturligtvis) andlig L?-norm. Det betyder att
partialsummorna till den positiva numeriska serien

a2 >
?O'i‘; ak+b2

ar uppat begriansade. Enligt huvudsatsen for positiva serier ar serien konvergent
och dess summa uppfyller olikheten

i & 1 ("
70 + kz_:l a; +b3) < ; f?(z)dz.

—T

Det visar sig att det i sjalva verket ar likhet som galler, d.v.s.

a(Z) S 2 1 " e

—T

Denna likhet kallas Parsevals formel. Vad den egentligen sager ar att vi kan
fortsatta att anvinda den formel for lingd som vi ar vana vid fran det andlig-
dimensionella fallet, den galler trots att det nu handlar om en serie och inte en
andlig summa. Bl.a. foljer av Parsevals formel att det inte finns nagon funktion f i
L? sddan att ||f||z2 = 1 (eller # 0) och (f,1) = (f, cosnz) = (f,sinnz) = 0, si att
den enda funktionen vars alla Fourierkoefficienter &r 0 ir nollfunktionen i L2. Om
vi betraktar Fourierkoefficienterna som en funktions “koordinater”, sa foljer alltsa
att dessa ar entydigt bestamda, precis som i det andligdimensionella fallet.

(iv) Att serien fran (iii) konvergerar betyder bl.a. att dess termer maste ga mot
0. Vi far alltsé foljande (inte alls uppenbara) resultat:

Om f € L?(—m,x), sd galler att

™ ™

lim f(z)cosnxdxr = lim f(z)sinnzdx = 0.

n—oo [_ n—oo J_

Exempel 9. Kan
(o.]
Z cos nT
n=1

vara Fourierserie till ndgon funktion i L%(—m,7)?

Losning: Nej, darfor att lim,, , a, =1 # 0.

Exempel 10. Kan

Z sin nx

vara Fourierserie till ndgon funktion i L?(—m,7)?
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Losning: Nej, darfor att serien

2 o0

a o0 o0
5+ (a +b2:Z=: =)y

S|

ar divergent.

Exempel 11. Berakna summan av serien
>
oyt n?

Lo6sning: Vi har tidigare visat (Exempel 5) att funktionen f(z) = x har

2(_1)n—1 .
n

Fourierutvecklingen "7 ; sinnz. Parsevals formel ger da:

> 4 1 [" 1 1 272
Z—z:_/ de = — - S[a%7, = -,
—mn ™ T 3 3

—T

vilket i sin tur ger
(o]
> =
~ n?

Aterigen dr det tyvirr si att man inte kan berikna summan av en pa forhand
given serie, man maste kunna koppla serien till en Fourierutveckling.

Det finns ett samband mellan f:s kontinuitetsegenskaper och hur snabbt Fouri-
erkoefficienterna gar mot 0. Om man t.ex. jAmfor funktionerna x och |z| och deras
Fourierutvecklingar sa ser man att den periodiska fortsattningen till  ar diskonti-
nuerlig, medan den periodiska fortsittningen till |z| &r kontinuerlig; mycket riktigt
gar den forsta funktionens Fourierkoefficienter mot 0 betydligt 1angsammare &n den
andra funktionens. Forsok att (med hjilp av partiell integration) visa f6ljande:

Exempel 12. Om den 27-periodiska funktionen f har kontinuerlig andraderiva-
ta (pa hela R), s& galler for dess Fourierkoefficienter a,, och b, att lim,,_, n%a, =

lim, nzbn =0,d.vs. a, = O(n%)’ b, = O(n%)

Fourierserier till funktioner med godtycklig period

Lat oss nu betrakta funktioner med godtycklig period T' (alternativt T-periodiska
fortsdttningar till funktioner, definierade pa intervall med langden 7). Man kan
fortfarande Fourierutveckla sadana funktioner. Lampligt funktionsrum ar i det

fallet L2(—5, %) och lamplig ortogonal bas i det rummet
1 2nt . 2wt 2nmt . 2nmwt
€os —,sin —, ..., Ccos S
) T’ mn T ) T n T °
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(Légg marke till att ¢ = T2 avbildar intervallet (—m, 7) pa (—Z, T).) Fourierko-
efficienterna blir

2 / T/2 2nmt 2 [T/2 . 2nmt
an = = f(t) cos dt, by, = —/ f(t) sin ——dt.
T -T/2 T T —T/2 T

Satser och formler, analoga till det 27-periodiska fallet, galler. Bevisen utfors
m.h.a. lamplig variabelsubstitution.

Fouriers metod (Variabelseparation)

Vi ska nu l6sa vissa begynnelse- och randvardesproblem for partiella differen-
tialekvationer med hjalp av den s.k. Fourieranalys som utvecklades i de tidigare
avsnitten. Som forut kommer vi att endast flyktigt behandla fragan om konver-
gens. Dessutom kommer vi inte att diskutera eventuell entydighet.

Betrakta foljande problem

dir Q = {(z,t) : x € (0,7), t € (0,00)} (se fig. 6). Detta problem dyker upp t.ex.
vid matematisk modellering av foljande fysikaliska problem: Betrakta en tunn stav
som &r 7 le. lang. Kalla stavens ena dndpunkt 0 och den andra w. Lat u(z,t)
vara temperaturen i punkten pa avstand z fran 0 (z € (0,7)) vid tidpunkten
t > 0. Antag att man vid varje tidpunkt ¢ > 0 haller stavens andpunkter vid
temperatur 1o (t) resp. ¥, (t), dir funktionerna 1o och v, ar kinda (detta ger de
s.k. randvillkoren). Antag ocksa att temperaturen i varje punkt pa staven ar kiand
vid tiden ¢t = 0 : u(z,0) = ¢o(z) (det s.k. begynnelsevillkoret). Den partiella
differentialekvationen %—;’ = 227“; kallas varmeledningsekvationen och beskriver
varmespridningen i ett endimensionellt objekt utan varmekélla. Losningen u(z, t)
till begynnelse- och randvardesproblemet ovan ger temperaturen i punkten x vid

tidpunkten ¢ for alla z € (0, 7), t € (0,00). (En eventuell virmekilla skulle medfora

att differentialekvationen blir inhomogen, 2% = g%’ + f(z,t).)

Vi ska till att borja med titta pa en nagot forenklad variant av ovanstaende
problem, namligen fallet d& dndarna halls vid den konstanta temperaturen 0. Av
rent fysikaliska skal forvantar man sig att det finns en entydig losning samt att
u(z,t) — 0 dad t — oo (det tillférs ingen virme, alltsa borde staven svalna tills
temperaturen i dndarna och i de inre punkterna jimnas ut).

Vi ska gora ett forsok att “separera variablerna”, d.v.s. hitta en losning pa formen
u(z,t) = X(z)T'(t). Anledningen till att vi girna vill ha en 16sning av den typen &r
att funktionerna X och T ar beroende av var sin variabel och de partiella deriva-
torna overgar i “vanliga”, d.v.s. ordindra derivator. Eftersom vi inte dr det minsta
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sikra pa att en sadan 16sning existerar (vilket det heller inte gbr, annat &n i un-
dantagsfall), maste vi pa nagot sitt markera att det handlar om “6nsketdnkande”.
Det gor vi genom att saga att vi gor en ansats

u(z,t) = X(z)T(t).

Det betyder att vi antar existensen av en sadan losning och, under det antagan-
det, forsoker bestamma funktionerna X och T'. Insattning av u i differentialekva-
tionen ger

X (2)T'(t) = X" (z)T(t)-
Om vi nu verkligen separerar variablerna, d.v.s. later allt som innehaller ¢ sta
pa ena sidan likhetstecknet och allt som innehaller 2 pa den andra, far vi

T'(t) _ X"(x)
T X(2)’

t>0, ze(0,m).

Lat oss titta ndrmare pa likheten ovan: i vansterledet har vi en funktion som
enbart ar beroende av t; i hogerledet en funktion som enbart ar beroende av x.
Dessa tva funktioner ska anta samma varden, inte bara for nagon enskild punkt
(a: t), utan for alla t > 0, = € (0,7). Om vi da betraktar en fix punkt zy € (0, 7),
sa maste galla att

T'(t) _ X"(=0)
T()  X(zo)'

t>0,

vilket betyder att 1;(: maste vara konstant. Men da maste dven );’(%) vara kon-

stant, alltsa galler

= = —pu, t>0, ze(0,m).

(Minustecknet framfor konstanten véljs av tekniska skl som blir tydliga senare.)
Istallet for den partiella differentialekvation vi hade fran borjan far vi nu tva or-
dinara differentialekvationer:

T +uT =0, t>0; X"+ uX =0, ze(0,m).

Randvillkoren for u ger oss randvillkor for X: for att w(0,t) = X(0)T'(t) =
u(m,t) = X(m)T(t) = 0 ska gélla for alla ¢ > 0 maste antingen T'(¢t) = 0 for alla
t > 0, vilket ger en ointressant nollosning, eller ocksa maste X (0) = X (7)) = 0. Vi
loser till att borja med X-problemet

X"+upuX =0, ze(0,n),
{X(O) = X (1) = 0.

Beroende pa pu:s tecken har differentialekvationen olika typer av losningar.

1) 1 < 0: D& har vi —p = A2 > 0 och differentialekvationens allméinna losning
blir
X (z) = K167 4+ Kqe?°.
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Av randvillkoren far vi: X(0) = K; + Ko = 0, X(7) = K1e™" + K™ =
Ki(e*™ — e*) = 0, vilket ger K; = K5 = 0. Den enda losningen av den typen ir
alltsa den triviala (nollésningen), som ar ointressant.

2) p=0: Vifar X(z) = Ki2 + K»; randvillkoren ger X(0) = K2 =0, X (7)) =
Kqim+ 0 = 0, alltsa blir losningen aterigen trivial.

3) © > 0: D& har vi 4 = A2 > 0 och differentialekvationens allménna 16sning
blir
X (z) = Kj cos Az + Ky sin Az.

Visatter in £ = 0 och z = m:
X(0)=K;-1+K2-0=0, vilket ger K; = 0;

X(m) = Kysin At =0, vilket ger Ky =10 eller A=n¢cZ.

Det finns alltsa icke-triviala l6sningar och de ar
Xn(x) = Apsinnz, n €N,

(eftersom konstanterna A,, ar godtyckliga ger inte n < 0 nagot nytt). Det betyder
att 4 = A2 = n2. Om vi d& l6ser differentialekvationen for T' far vi

2

To(t) = Bpe ™, n €N,

Vi har nu fatt att om en (icke-trivial) funktion av typen u(zx,t) = X (z)T'(t) satis-
fierar den partiella differentialekvationen och randvillkoren i problemet, sa maste
den ha utseendet

Up(z,t) = Ce” sin nzx, n=1,2,3,....

I sjalva ordet “ansats” ingdr att man gor ett antagande. For att vara saker
pa att man verkligen har fatt en l0sning maste man antingen kontrollera genom
insattning, eller ocksa noga se till att alla steg man gjort i harledningen av wu,, ar
ekvivalenssteg och inte implikationer. Insattning ger

Oun
ot

0%u,,

0x2’

= —n2Che ™ tsinnz = U (0,t) = uy,(m,t) = 0,

d.v.s. vi har verkligen fatt en 16sning till differentialekvationen som uppfyller rand-
villkoren. Det ar daremot helt uppenbart att begynnelsevillkoret inte kan vara
uppfyllt annat &n i undantagsfall, ty u,(z,0) = C,, sinnx, vilket inte behéver ha
nagonting med ¢o(z) att gora. Det ser ut som att vi har misslyckats med att 16sa
hela problemet. Raddningen heter “linearitet”. Varmeledningsekvationen ar en
linjar partiell differentialekvation, sa val ekvation som randvillkor ar homogena,
vilket gor att en linjirkombination av l6sningar (till differentialekvationen med de
homogena randvillkoren) ocksa &r en 16sning (till samma ekvation med samma
randvillkor). Vi kan alltsa gora ett forsok att hitta en 16sning pa formen

o0
u(z,t) = Z tsin nz.

n=1
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(Det &ar lika uppenbart att en &ndlig linjarkombination inte duger som det var
tidigare att en enskild term inte gor det.) Vad vi har att spela med nu ar koeffi-
cienterna C,,. For att fa en 16sning som satisfierar begynnelsevillkoret kravs att

u(z,0) = ¢o(x) = ZC’ sinnx.

Problemet kommer alltsa att vara 1ost om vi lyckas utveckla ¢q i sinusserie pa
intervallet (0, 7) och valjer C,, till koefficienterna i den utvecklingen.
Lat oss nu ta ett konkret exempel:

Exempel 13. Los problemet

%7; (x,t) = 8362 2(x,t) 1 Q,
u(z,0) =cosz, xz € (0,m),
u(0,t) =0, te€(0,00),

u(m,t) =0, te(0,00).

Losning: Vi har tidigare utvecklat cos z i en sinusserie pa intervallet (0, 7):

oo

8 k
cosx:;’;4k2_1sin2kx for z e (0,m).

Det innebar att

oo
u(z,t) = %Zl 4k2k_ 16_4k2t sin2kx for x € (0,m), t>0,
ar en losning till problemet. Vi ser att temperaturen gar mot 0 da tiden vaxer mot
oandligheten, precis som vi insag maste vara fallet av fysikaliska skal.

Lat oss titta pa om och nar serien ovan konvergerar. Vi ska gora en uppskattning
av de enskilda termernas absolutbelopp. Antag till att borja med att ¢ > to > 0.
Da galler

‘ k —4k?t

. —4Kk%t
4k2—16 sin 2kx| < rﬂz_le 0

Den numeriska serien Y p- ; ay ar konvergent, vilket medfor att

Z %6_4’“% sin 2kx

= Q-

ar absolutkonvergent for alla ¢ > to > 0 och x € (0, 7) (t.0.m. likformigt konvergent
enligt Weierstrass’ kriterium). Om man tillater ¢ att komma néra 0 blir saken
genast mycket svarare, for ¢ = 0 ger den enkla uppskattningen ovan

k .
21 sin 2kx| < 71
dér serien Y- | by ar divergent. Uppskattningen ar alltsd inte anvindbar. Sanning-
en ar att serien endast ar betingat konvergent da t = 0. Det dr nagorlunda latt
att se att vi kan derivera serien termvis och fortfarande fa absolut- och likformigt
konvergenta serier sa lange som vi haller oss till £ > ¢ty > 0. For ¢t = 0 daremot
ger redan forsta derivatorna en divergent serie. Forklaringen ar att sinusserien for
cosx inte ar lika med cosz i punkterna z = 0 och x = m; sjalva funktionen cosx
uppfyller inte randvillkoren i (0,0) och (m,0).

:bk:a




