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och normaler till funktionsyto tangentplan och normaler till funktionsyto

rivator

sroximationer, differentierbarhet och differentialer pproximationer, differentierbarhet och differentiale

Centrala begrepp, en liten ordlista: Larmal

limit grénsvarde

continuouity kontinuitet For betyget godkand skall du kunna:
partial derivative partiell derivata Adams | Mal
12.2 ge en intuitiv beskrivning av begreppet gransvarde

tangent plane tangent plan
e e gem p (som i inledning till 12.2).

normal line normallinje 122 anvanda raknereglerna (fore ex.1) for gransvarden for
linear approximation linjar approximation funktioner av tva variabler.
differentiability differentierbarhet 12.2 forklara vad som menas med att en funktion ar kontinuerlig

differential differential

Jacobian matrix Jacobimatris, funktionalmatris, derivata

chamers () coremoncs univesirer chamers | (@) corenons univesirer

Carl-Henrik Fant Carl-Henrik Fant



»ch normaler till funktionsytol EX £ ntplan och normaler till funktionsytol
rivator

oner, differentierbarhet och differentialer j differentierbarhet och differentiale

Definition: Gransvarde

For hdgre betyg skall du dessutom kunna: Lat' f vara e_r_] reellvird funktion av tva variabler med
: definitionsmangd Drs.
Adams | Mal . A
Vi sdger da att

12.2 definiera begreppet gransvarde och motivera definitionen .
= = - PR lim f(x,y)=1L
12.2 avgora om en reellvérd funktion av tva variabler har (x.y)—(a,b)
gransvarde och berdkna det. om
12.2 ge exempel pd funktion av tva variabler, som saknar . _— . . < . u
. o B L . @ varje omgivning till (a, b) innehiller punkter i Dy andra &n
gransvarde da (x,y) — (0,0) men dar alla linjevisa grins- (a,b)

virden: f(x, kx), dd x — 0, samt f(0,y), dd y — 0,

existerar och 3r lika @ till varje positivt tal € finns det ett positivt tal 6 = §(e) sadant

att |f(x,y) — L| < e géller for alla punkter (x,y) i Df som

12.2 avgora om en funktion ar kontinuerlig.
uppfyller att 0 < ||(x,y) — (a, b)|| < 0.
crawmers (B coresoncs unaversiTer TS pre———

och normaler till funktionsyto ad tangentplan och normaler till funktionsytol

approximationer, differentierbarhet och differentialer pproximationer, differentierbarhet och differentiale
Tolkning:
(cos d,sin d)
. - o I :
f(x,y) har gransvardet L da (x,y) — (a, b) om 1 d
@ (a, b) ar en inre punkt eller randpunkt till Dy. f : Ny
@ Skillnaden mellan f(x, y) och L kan f3s hur liten som helst, " P X
bara man hiller sig tillrackligt nara (a, b). -d
crawmers (B coresoncs unaversirer crawmers | (B corenoncs unversirer
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ansvarden och kontinuitet
»ch normaler till funktionsytol

och differentialer

pproximationer, differentierbarhet och differentiale

Definition: Kontinuitet

Funktionen f(x, y) kallas kontinuerlig i punkten (a, b) om For betyget godkand skall du kunna:
Adams | Mal
(x y;ln(a b) f(x,y) = f(a,b) 12.3 de olika beteckningarna for partiell derivata och berdkna
’ ' partiella derivator genom att tillimpa deriveringsregler for
Notera att detta innebar att (a, b) skall tillhdra Dy, grinsvirdet 12,5 funktioner av en variabel samt kedjeregeln.
skall existera och vara samma som funktionsvérdet f(a, b). 12.3 bestamma tangentplan och normal till funktionsyta.
caLmers | (@) corssors onivERsiTET cawmers | (@) corsmoros uivERsiTET

12.2 Gransvarden och kontinuitet. 12.2 Gransvarden och kontinuitet.

12.4 ordningens derivator 2 gens derivator
125 K geln

approximationer, differentierbarhet och differentialer pproximationer, differentierbarhet och differentiale

Larmal Partiell derivata

Lat f vara en reellvard funktion av tva variabler med
definitionsmangd Df och antag att (a, b) ar en inre punkt i Ds.
Den partiella derivatan av f med avseende pa x &r funktionen
For hogre betyg skall du dessutom kunna: fi(x, y) vars funktionsvirde ges av grinsvirdet
Adams | Mal
12.3 definiera begreppet partiell derivata och harleda f(x+hy)—fxy)
tangentplanets ekvation. h

flx,y) = Jim

i de punkter gransvardet existerar.

P& motsvarande sitt definieras f(x, y)

Notera att de partella derivatorna bara kan finnas i inre punkter i
Ds.

cnawmens (8} corssonss vravessirer cnawens | (@) corssonss uversirer
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12.2 Gransvarden och kontinuitet 12.2 Gransvarden och kontinuitet

ordningens derivator 2 derivator

geln
jira approximationer, differentierbarhet och differentialer jira approximationer, differentierbarhet och differentiale

En normalvektor till ytan z = f(x,y) i punkten (a, b, f(a, b)) &r

Olika skrivsatt for partiella derivator: vektorn
9 P n= fl(av b)'+f’2(av b).lfk
z
filx,y) = Dif(x,y) = &f()@y) =fxy) = Ox En ekvation for normallinjen i punkten ar

och i punkten (a, b) x = a+ tfi(a, b)

y = b+ th(a,b)

0z 0 , z="f(a,b)—t)
au = ——f(x,y) = f(a,b) = fi(a, b) = D1f(a, b) . .. . .
Ox (a,b) 0x (a,b) En ekvation for tangentplanet i punkten ar

z = f(a,b) + fi(a, b)(x — a) + fo(a, b)(y — b)

L — cnawens | (&) cormonss uversimer
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rden och kontinuitet ansvarden och kontinuitet
rivator, tangentplan och normaler till funktionsytol tiella derivator, tangentplan och normaler till funktionsyto

geln

approximationer, differentierbarhet och differentialer pproximationer, differentierbarhet och differentiale

Larmal Larmal

For betyget godkind skall du kunna:

Adams | Mal For hogre betyg skall du dessutom kunna:
12.4 berdkna partiella derivator av hogre ordning genom att Adams
12.5 tillampa deriveringsregler for funktioner av en variabel

samt kedjeregeln.
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tplan och normaler till funktionsytol

pproximationer, differentierbarhet och differentialer

Derivator av hogre ordning

0%z 02 a "
X2 ﬁf(XJ’) = afx(xv}’) = fo(x,y) = fu(x,y)

Om alla partiella derivator av ordningar t.o.m n ar kontinuerliga sa
spelar det ingen roll i vilken ordning deriveringarna utférs,
0%z 0? 0 i
£ resultatet blir detsamma.

= f(x,y) = —Ffl(x,y) = ' (x,y) = £ (x,
9xdy ~ Oxdy (x,y) g (xy) = fl(x,y) = f(x,y) Som exempel 3r

fitre = f121 = fiou1 = i

822 82 ! " 1

Oydx - dyOx Flay) = ainy(X’Y) = folxy) = fialx.y) om alla derivator t.o.m ordning 4 ar kontinuerliga.
%z 5 0

52 07}/2'((&)’) = a*yfy/(xv)/) = (x,y) = f(x,y)

och normaler till funktionsyto| a derivator, ta plan och normaler till funktionsytol

jira approximationer, differentierbarhet och differentialer jra approximationer, differentierbarhet och differentiale

Telegrafekvationen
i(x,t)
! ‘ Forlustfri ledningg R=G =0
{ Bade v(x,t) och i(x, t) satisfierar den endimensionella
@ v(x, t) vagekvationen.
Pv  _ 9
J G = LG
X, T) J ng _ LC%
i Ox - ot
_ov  _ Ri + 190 . e .. . .
dx ot Samma ekvation satisfieras av transversella svingningar i en
. striang. Se exempel 12.4.4.
-9 = Gv+CY

R = resistans per meter, L = induktans per meter,
G = tvidrkonduktans per meter, C = tvirkapacitans per meter.
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»ch normaler till funktionsytol E £ an och normaler till funktic

12.6 Linjéra approximationer, differentierbarhet och differentialer 12.6 Linjéra approximationer, differentierbarhet och differentiale

Kedjeregeln

Om z = f(x, y) har kontinuerliga partiella derivator, och om x och

For betyget godkénd skall du kunna: y &r deriverbara funktioner av t, s3 giller att
Adams | Mal
123 de olika beteckningarna fér partiell derivata och berdkna dz _ 0z dx 9z dy
partiella derivator genom att tillimpa deriveringsregler for dt  Ox dt Oy dt
12.5 funktioner av en variabel samt kedjeregeln. Alternativt skrivsitt:
12.4 berdkna partiella derivator av hogre ordning genom att
12,5 tillampa deriveringsregler for funktioner av en variabel d
samt kedjeregeln. LR, () = AU, YOI () + B((x(e), ¥ (0 (1)
crawmers (B coresoncs unaversiTer TS pre———

och normaler till funktionsyto| d an och normaler till funktionsytol

12.6 Linjéra approximationer, differentierbarhet och differentialer 2.6 Linjéra approximationer, differentierbarhet och differentiale

Kedjeregeln Kedjeregeln pa matrisform

Om z = f(x, y) har kontinuerliga partiella derivator, och om

x = x(s, t) och y = y(s, t) dr har partiella derivator, s& giller att ox  Ox
[ 97 Oz ] [ oz oz ds Ot
0z _ 0z ox | 0z Oy a5 ot 1= | x oy
0s — Ox 0s T Oy Os dy Oy
0z _ 0z 0x | 0z Oy s ot
ot — ox Ot dy Ot
cawmers | (@) corssors onivERsiTeT cawmers | (@) corssoros uNivERsiTET
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tinuitet

»ch normaler till funktionsytol EX £ ntplan och normaler till fun
ator

For hogre betyg skall du dessutom kunna:

For betyget godkand skall du kunna:

s Adams | Mal
Adams | Mal definiera b differentierbar funkti
12.6 berdkna linjariseringen och differentialen for en reellvard 12.6 € |n|.e.ra .c.egreppt?t iterentierbar funktion. _
12.6 redogdra for relationerna mellan egenskaperna for en

funktion och utnyttja dessa till approximativ berdkning

av funktionsvarden.

12.6 berdkna Jacobimatrisen och differentialen fér en vektorvard
funktion och utnyttja denna till approximativ berdkning

av funktionsvarden.

funktion: kontinuerlig, kontinuerliga partiella derivator
samt differentierbar

12.6 formulera och bevisa kedjeregeln for fog dd g : R — R?
och f : R? — R samt formulera

kedjeregeln pad matrisform for vektorvarda funktioner.

L — cnawens | (&) cormonss uversimer
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an: len och kontinuitet.
och normaler till funktionsyto| EX £ ntplan och normaler till funktionsytol

rivator

Med linjérisering (linearisering) av f i punkten (a, b) menas

. En funktion kallas differentierbar i punkten (a, b) om
funktionen

L(x,y) = f(a,b) + fi(a,b) - (x — a) + f2(a, b) - (y — b) _ f(a+ h, b+ k) — f(a, b) — hfy(a, b) — kf(a, b)

lim =0
(h,k)—(0,0) Vh? + k2

Grafen till linjariseringen av f i punkten (a, b) dr tangentplanet
till ytan z = f(x,y) i punkten (a, b, f(a, b))
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inuitet n och kontinuitet
an och normaler till funkt ) lan och normaler till funktionsyto|

Notera att
L(a+ h,b+ k) = f(a, b) + hfi(a, b) + kf2(a, b)
och att

f(a+ h b+ k) — f(a, b) — hfy(a, b) — kfs(a, b) = Qm f th f éi.r kontinuerliga i en omgivning till (a, b) s& ar f
f(a+ h b+ k) — L(a+h b+ k)= e(h k) differentierbar i (a, b)

dar e(h, k) ar felet som uppstar da f ersatts med linjariseringen L.

f dr alltsd differentierbar i punkten (a, b) om detta fel &r litet i

jamforelse med ||(h, k)| = Vh? + k2.

L — cnawens | (&) cormonss uversimer
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tet
atplan och normaler till funktionsytol

jitet
ntplan och normaler till funktionsytol

or ator

Sats 5: Kedjeregeln Bevis av Kedjeregeln

Lat z = f(x,y), dér x = u(s, t) och y = v(s, t). Antag att:
@ u(a, b) = poch v(a,b) =gq.

. . . . Eftersom de partiella derivatorna beridknas genom att alla variabler
@ u och v har partiella derivator av ordning ett i punkten(a, b). P &

utom en halls konstanta, ricker det att bevisa kedjeregeln i fallet

@ f ir differentierbar i punkten (p, q). z=w(t) = f(u(t), v(t)) d3 satsen sager att
D3 har z = w(s, t) = f(u(s, t), v(s, t)) partiella derivator av
ordning ett med avseende p3 s och t i punkten (a, b) och w'(t) = fi(p, q)v'(a) + H(p, g)v'(a)
wi(a,b) = fi(p,q)u(a, b) + fa(p, q)vi(a, b) dar p = u(a) och q = v(a).

wa(a,b) = f(p,q)uz(a, b) + fa(p, q)va(a, b)
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ch kontinuitet

ansvarden
>ch normaler till funktionsytol rtiella der tangentplan och normaler till funktionsytol

Differentialen

) ) ) ) Funktionen f r differentierbar i (a, b) om och endast om
till en funktion f(x, y) ar funktionen av fyra variabler:

(f(a+ h,b+ k) — f(a, b)) — df(a, b, h, k)

df(x, y, dx, dy) = A(x,y)dx + fo(x, y)dy (h,kl)T(OA,O) N =0
Differentialen i punkten (a, b) kan ses som en funktion av tv3 df(x, y, dx, dy) ar da en bra approximation till den verkliga
variabler: férandringen Af = f(x + dx,y + dy) — f(x, y).
df(a, b, h, k) = fi(a, b)h + Fo(a, b)k

en och kontinuitet
ntplan och normaler till funktionsytol

och normaler till funktionsyto|

rivator

Jacobimatrisen

En funktion f : R” — R™ ges av m funktioner fran R” till R

f=(f, f  Fn) De partiella derivatorna till y = f(x) kan samlas i en matris
Omx=(x1, x2, =+, xp) ochy = (y1, y2, -+, ym) dér o om o on
— ¢ ¢ Oxn
1= fl(Xl‘, X2, 3 Xn) aijg 07}% - 59;2
Y2 = fZ(Xls X2, ttt Xn) Df(X) _ Ox1 Ixp Oxn
Ym = fm(xh X2, v, Xn) Ox1  Oxz Dxn

sd kan vi skriva y = f(x).
y (x) Den linjdra avbildning som har Jacobimatrisen, i en viss punkt,

som avbildningsmatris kallas funktionens derivata i den punkten.
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ch kontinuitet
gentplan och normaler till funktionsytol

rivator

Kedjeregeln

D(g o f)(x) = Dg(f(x) - Df(x)

Differentialen

dy = Df(x)dx

L —
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