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For betyget godkidnd skall du kunna:

Outline

o Flervariabelanalys E2, Vecka 3 Ht09

Kapitel 12.7 - 12.9, 13.1 - 13.3

Adams | Mal

12.7 Gradient och riktningsderivata.
12.9 Taylorserier och approximationer
12.8 Implicita funktioner

13.1 Extremvarden

13.2 Extremvarden under bivillkor
13.3 Lagranges multiplikatormetod
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12.7 berdkna gradient och riktningsderivata D,f(a) da |Ju]| =1 For hogre betyg skall du dessutom kunna:
(med sats 12.7.7) till en funktion av tv3 eller tre variabler Adams | Mal
samt utnyttja deras egenskaper (se definition 12.7.7, 12.7 definiera begreppen gradient och riktningsderivata,

markerad ruta s 683) vid problemlésning
(se t.ex. exempel 3 och 4).

redogodra for och bevisa deras egenskaper
(sats 12.7.6, sats 12.7.7 samt markerad ruta s 683).

12.7 bestamma ekvationer for tangentlinje och normallinje
till nivdkurva samt tangentplan och normallinje till nivayta

(se sats 12.7.6 och t.ex. exempel 6).
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Definition 6 Gradientvektorn till en funktion, som har partiella Sats 6 Om f ir differentierbar i punkten (a, b) och Vf(a, b) # 0
derivator, ar sa dr Vf(a, b) normalvektor till nivdkurvan genom punkten (a, b),

VF(x,y) = grad F(x,y) = (% y)i + H(x )i alltsa till kurvan f(x,y) = f(a, b) i xy-planet.
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Definition 7

Observera: En normalvektor till ytan z = f(x, y) och till Riktni-ngsd?riv‘a.tan till fi;(%nkterj (2, b) i Eiktningen
tangentplanet i punkten (a, b, f(a, b)) ar vektorn u = ui+vj, dir Jul| = Vu? +v2 =1 ar grénsvirdet

A%, y)i+ h(x,y)i—k :
Dyf(a, b) = Jim f(a+hu,b+hhv) f(a, b)

Kurvan f(x,y) = f(a,b), z = f(a, b) som ar funktionsytans
skdrning med planet z = f(a, b) har odndligt minga
normalvektorer fi(x, y)i + f2(x, y)j + ck, dar c dr ett godtyckligt
reellt tal.

om gransvardet finns.
Annan beteckning 3r f,(a, b) (ibland f](a, b)).
Av definitionen foljer att
Tank pd dimensionerna: Kartan och gradientvektorn ar
tvadimensionell, funktionsytan och tangentplanet ligger i R3. Duf(a, b) = % fa+ tu, b+ tv)|,_,
Riktningsderivatan &r tillvaxthastigheten da man foljer stralen med
[ ST— riktningsvektor u = ui + vj cnmmnens | @
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Notera att Dyf(a, b) = u-Vf(a, b) = ||lu|| ||Vf(a, b)| cos@ dar 6 ar
vinkel mellan u och Vf(a, b).
Eftersom ||u|| = 1 s& géller D,f(a, b) = ||Vf(a, b)|| cos 6.

Sats 7 Om £ &r differentierbar i (a, b) och u = ui+ vj &r en Vidare &r D,f(a, b) tillvixthastigheten i riktningen u. allts3 giller:

enhetsvektor s3 galler: © | punkten (a, b) vaxer f snabbast i riktningen som ges av

Vf(a, b). Den maximala tillvixthastigheten ar |V (a, b)||.
@ | punkten (a, b) avtar f snabbast i riktningen som ges av
—Vf(a, b). Den maximala nedgangshastigheten ar
IV£(a, b)|l.
@ Tillvaxthastigheten i punkten (a, b) &r 0 i riktningar parallella
med nivakurvan f(x,y) = f(a, b).

Dyf(a,b) = u-Vf(a,b)
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12.8 Implicita funktioner
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Larmal Larmal

For betyget godkand skall du kunna:

Adams | Mal Foér hogre betyg skall du dessutom kunna:
12.9 berdkna taylorpolynom av ordning tva, till funktioner Adams | Mal
av tva variabler, bdde genom att utgd fran Taylors formel 129 | bestamma taylorpolynom till implicit definierad funktion.

och genom att utnyttja kdnda Taylorpolynom i en
variabel (jmf. exempel 1 och 2).
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Taylors formel Antag att f(x,y) har kontinuerliga partiella
derivator av ordning t.o.m. n+ 1 i en omgivning till punkten (a, b)
och antag att punkten (a+ h, b + k) ligger i denna omgivning.

Da galler: Speciellt dr Taylorpolynomet av ordning 2 i punkten (a, b):
f(a + h, b+ k) = Z(th + ‘[(D2)mf(a7 b) + Rn(h, k) P2(X7yi = f(a, b) + (X — a)fl(a, b) + (y — b)fz(a, b) +

e 5 ((x=2)*fia(a.b) + 2(x — a)(y — b)fia(a, b)+

dir Ry(h, k) = (hDy + kD2)™1f(a + 0h, b + 0k) for nagot tal 0 0 - b2hala. )

mellan 0 och 1.

Med x = a+ h och y = b+ k skrivs formeln:

n

f(x,y) = Y _((x = a)D1 + (y — b)D2)"f(a, b) + Ra(h, k)
m=0 chameR: s @ cHALMER: P —

12.7 Gradient och riktningsderivata 12.7 Gradient och riktningsderivata

12.8 Ir a funktioner 12.8 Implicita funktioner

131 E arden 13.1 Extremvarden
Extremvérden under bivillko 13.2 Extremvérden under bivillkor
13.3 Lagranges multiplikatormetod 13.3 Lagranges multiplikatormetod

Taylorpolynomet av ordning 2 till en funktion f(x, y, z) av tre

Taylorpolynomet av ordning 3 i punkten (a, b) r: / !
variabler (eller fler) definieras pd motsvarande satt:

Palx,y) = Palxoy) + 5 (0x = @*fisa(a, b)+

3(x — @)(y — b)fira(a. b) + 3(x — a)(y — b)*fizala. b) + ffixgy;fl:
(v = b)*f2a(a, b)) (x —a)fi(a, b,c) + (y — b)h(a, b, c) + (z — c)fs(a, b, c)+

% {(x —a)?f1(a, b, c) + (y — b)?fha(a, b,c) + (z — c)*f3(a, b, c)+
2(x — a)(y — b)fz(a, b, c) + 2(x — a)(z — ¢)fz(a, b, c)+
2(y — b)(z — c)fs(a, b, )}

Polynomen av hogre ordning erhdlls pd samma satt. Koefficienten
framfor respektive term dr motsvarande binomialkoefficient. Den
bestdms enklast med hjilp av Pascals triangel.

cramers (2
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For hogre betyg skall du dessutom kunna:

Adams | Mal
For betyget godkand skall du kunna: 12.8 visa att en ekvation eller ett system av ekvationer
Adams | Mal lokalt definierar en funktion implicit samt beridkna
12.8 Inga godkantmal i detta avsnitt. funktionens partiella derivator.
12.8 kanna till sambandet mellan Jacobideterminanten
till en transformation och Jacobideterminanten till
inversen (sid. 697).
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Sats 8, Implicita funktionssatsen

Borde heta: Satsen om implicit definierade funktioner. Ger Sats 8, Implicita funktionssatsen
villkor som garanterar att en nivakurva, nivayta etc. ar graf till en

. sraf till y=y(x
funktion. ptietrebieds

Lost talat: Om normalvektorn V£ (a, b) till nivékurvan @

f(x,y) = f(a, b) , inte ir parallell med x-axeln s3 finns en fon=et)

omgivning U till (a, b) sddan att den del av nivdkurvan som ligger i @) Gratitson
U 3r graf till ndgon funktion y = y(x) med y(a) = b.

Ar Vf(a, b) inte parallell med y-axeln s3 finns en omgivning V till

(a, b) sadan att den del av nivakurvan som ligger i V &r graf till

ndgon funktion x = x(y) med x(b) = a.

cnawmens (8} corssonss vravessirer cnawens | (@) corssonss uversirer

Carl-Henrik Fant Carl-Henrik Fant




12.7 Gradient och riktn
12.9 Taylorserier och

13.1 Extremvarden 1
13.2 den under bivillko 13 en under bivillkor
s multiplikatormetod 3.3 es multiplikatormetod

Derivatan till y(x) kan berdknas genom implicit derivering
(anvindning av kedjeregeln):

Sats 8, Implicita funktionssatsen fx,y(x)) =0=
Om 'fun'kt|onen f(x,y) har konEmuerhga partiella derivator i en % (F(x,y(x))) = d%o -
omgivning av en punkt (a, b) sddan att f(a, b) = 0 och ,
f(a, b) # 0 sa definierar ekvationen f(x,y) = 0, i nirheten av fi(x, y(x)) + fa(x, y(x)) - y'(x) = 0
(a, b), en deriverbar funktion

; Speciellt ar y/(a) = — A25)
y = y(x) sddan att y(a) = b och f(x,y(x)) =0. pecielit ar y'{a %2(a,b)

Om fi(a, b) # 0 sa definierar ekvationen f(x, y) = 0 en funktion
x = x(y) sadan att x(b) = a och

x(b) = ~ 3.
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De partiella derivatorna till z(x, y) kan berdknas genom implicit

Sats 8, Implicita funktionssatsen derivering (anvindning av kedjeregeln):
Om funktionen f(x,y, z) har kontinuerliga partiella derivator i en 8 P
omgivning av en punkt (a, b, ¢) sddan att ax (o y.2(x,y))) = 50 =

f(x, v, 2(x,¥)) + B(x, v, 2(x,y)) - 2259 — o

f(a,b,c) =0 och f(a,b,c)#0

I fi(a,b,
sa definierar ekvationen f(x,y,z) = 0, i nirheten av (a, b, ¢), en Speciellt &r z1(a, b)) = 7)%2‘:;[7;3
funktion z = z(x, y) sddan att z(a, b) = ¢ och f(x,y, z(x,y)) = 0.
P& samma sitt erhdlls z(a, b)) = —%
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3.2 E den under bivillkor
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Jacobideterminanten, Jacobianen till u = u(x,y) och
v = v(x,y) ar determinanten

ouv) | 9% o

v v

Ax,y) ox oy

Jacobideterminanten till funktionerna F(x,y,---) och G(x,y,---)
med avseende pa variablerna x och y ar determinanten

OF OF
A(F,G) _ % oy
x,y) % ay
Notera att F och G kan vara funktioner av ytterligare ett antal
variabler.
Jacobideterminanten &r en funktion av samma variabler som F och
G. caLmers | (@) corssors onivERsiTET
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Jacobideterminanten % ar motsvarande 3 x 3-determinant,

Oosv.

Om f &r en funktion frdn R™*" till R”, allts3 i princip n funktioner
av m+ n variabler, s3 kan variablerna skrivas (x,y) dar x € R”
och y € R™. Vi har da f = f(x,y). Jacobideterminanten (en

n x n-determinantskrivs nu enklast % Den ar en reellvérd funktion
av x.
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Sats 8, Implicita funktionssatsen
Om funktionerna f(u, v, x,y) och g(u, v, x,y) har kontinuerliga
partiella derivator i en omgivning av en punkt (a, b, ¢, d) sddan att

f(a,b,c,d) =0 a(f,
{ glab,c.d)—0 och angr;(av b,c,d) #0

sa definierar ekvationssystemet
f(u,v,x,y)=0
g(u,v,x,y) =0
funktioner x = x(u, v) och y = y(u, v) sddana att

{ x(a,b) =c och { f(u,v,x(u,v),y(u,v)) =0
y(a,b)=d glu,v,x(u,v),y(u,v))=0 "

, i ndrheten av (a, b, ¢, d),

cnawmens (8} corssonss vravessirer
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De partiella derivatorna till x(u, v) och y(u, v) kan beridknas
genom implicit derivering (anvindning av kedjeregeln): till exempel

% (F(u, v, x(u,v),y(u,v))) =0=

fl(“a V:X(uv V)aY(ur V)) + f3(”7 V’X(uv V)ﬂY(u’ V)) . g%(u’ V) +
fa(u, v, x(u, v), y(u,v)) - %(u, v)=0

P& samma satt deriveras den forsta ekvationen med avseende pa v
och den andra med avseende pa u och v. Detta ger fyra ekvationer

ur vilka de partiella derivatorna till x(u, v) och y(u, v) kan
berdknas.
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De fyra ekvationerna ovan kan skrivas pad matrisform.

fi i ][ Z]_[00
+ o oy | =g o
81 & 83 & 90 v
Har skall f; lasas fi(u, v, x(u, v), y(u, v)) och de partiella

derivatorna av x och y skall tas i punkten (u,v).
fa

84
gﬁi’g som ir nollskild i ndrheten av (a, b, ¢, d).
y)

Alltsa giller:

8 8)-(2 20 2]
5 5 83 & a & |

L —
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Q|

Matrisen { g3 } ar inverterbar eftersom dess determinant ar
3

<

12.7 Gradient och riktningsderivata
a .r och approximationer
3 Implicita funktioner

Extremvérden under bivillko
3.3 Lagranges multiplikatormetoc

Larmal

For hogre betyg skall du dessutom kunna:

Adams | Mal

13.1 bestimma kritiska/stationdra punkter for f(x,y),

dar ekvationssystemet Vf(x,y) = 0 ar mer komplicerade,
samt klassificera de kritiska punkterna med hjalp av
taylorutveckling av andra ordningen

(se t.ex exempel 13.1.5).
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es multiplikatormetod

Larmal

For betyget godkand skall du kunna:

Adams | Mal

13.1 definiera begreppen lokalt maximum/minimum,
sadelpunkt, globalt maximum/minimum,

kritisk punkt och singuldr punkt.

13.1 bestimma kritiska/stationéra punkter for f(x, y),
dar ekvationssystemet V£ (x,y) = 0 ar relativt enkelt
samt klassificera de kritiska punkterna

med hjalp av sats 13.1.3 eller remark s 712.
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En funktion har lokalt maximum i en punkt (a, b) om det finns en
omgivning B,(a, b) sddan att

f(x,y) < f(a,b) foralla (x,y) € DU B,(a,b)
En funktion har globalt maximum i en punkt (a, b) om

f(x,y) < f(a,b) féralla (x,y) € Dr

chawmers | (@) coremonss unvesirer
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13.2 Ext drden under bivillkor
3.3 L

s multiplikatormetod

Sats 1 Lokalt maximum kan erhillas i:
@ punkt dar gradienten inte existerar,
@ punkt pa randen av definitionsomradet,

o punkt dar grad f(x,y) = 0 s.k. kritisk punkt

L — cnawens | (&) cormonss uversimer
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Sats 13.1.2

Sadelpunkt

Existens av extremvarde.
Om f ar kontinuerlig i ett slutet, begrdnsat och sammanhingande
omrade, D, sa ar f(D) ett slutet och begrinsat intervall.

i

i

Speciellt har funktionen ett storsta varde och ett minsta varde i D.
| de punkter dessa varden antas, har f lokalt maximum respektive

lokalt minimum.de &r alltsd endera
@ singuldra punkter,

@ randpunkter eller

@ kritiska punkter.
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Implicita funktioner

3.2 Extremvirden under bivillkor
3.3 Lagranges multiplikatormetod

Kravet att D 4r sammanh&ngande (varje par av punkter i D kan
férbindas med en kurva i D) &r visentligt. Jamfor med kontinuitet
pa intervall.

For mangder som inte ar sammanhdngande galler i allmédnhet inte
satsen om mellanliggande varde.
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Extremvérden under bivillko
3.3 Lagranges multiplikatormetoc

Hur avgdr man om en kritisk punkt &r extrempunkt?
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13.2 Extremvérden under bivillkor

133 anges multiplikatormetod

Antag att funktionen f har kontinuerliga partiella derivator av
ordning ett och tvé i en omgivning till punkten (a, b).

Med Hesse-matrisen, eller Hessianen i (a, b) menas:

#(a,b) = fir(a, b) fio(a, 1;)

f1(a, b) fn(a,b)
D3 ges taylorpolynomet till f i punkten (a, b), om vi sitter
x —a=hochy — b=k, av
Pa(x,y) = f(a, b) + hfi(a, b) + kf2(a, b) +
1 h
S k]%(a,b){k}

cnawmens (8} corssonss vravessirer
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Sats 3: Klassificering av kritiska punkter med
andraderivatorna

Antag att (a, b) &r en kritisk punkt for funktionen f(x, y) i det inre
av definitionsméngden. Antag ocksa att f har kontinuerliga
partiella derivator av ordning ett och tva.

Da giller foljande:

e Om JZ(a, b) ar positivt definit, s3 har f lokalt minimum i
(a, b)
o Om J#(a, b) 3r negativt definit, s& har f lokalt maximum i
(a,b)
o Om J#(a, b) ar indefinit, sd har f sadelpunkt i (a, b)
e Om J(a, b) inte &r nagot av ovanstdende, si ger satsen
inget. P S—
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13
13

Larmal

Sats 3: Klassificering av kritiska punkter med
andraderivatorna

Antag att (a, b) ar en kritisk punkt for funktionen f(x, y)
For betyget godkand skall du kunna:

e Om det .7 (a, b) > 0 och fi1(a, b) > 0 s3 har f lokalt Adams | Mal
minimum i (a, b) 13.2 tillampa sats 13.1.1 for att bestimma storsta och
o Om det #(a, b) > 0 och f11(a, b) < 0 s3 har f lokalt 13.3 minsta varde for f(x,y), pa kompakt mingd
maximum i (a, b) da det ar relativt enkelt att bestamma bade kritiska punkter
’ i det inre och stérsta/minsta vérde pa randen.

@ Om det.7#(a, b) < 0 s& har f sadelpunkt i (a, b)

@ Om det 77 (a, b) = 0 s& ger denna test ingen information,
taylorpolynom av hégre ordning méste anvandas.
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7 Gradient och riktningsderivata adient och riktningsderivata
proximationer aylorserier och approximatione

cita funktioner
13.1 Extremvarden 13.1 Extremvarden

13.3 Lagranges multiplikatormetod 13.3 Lagranges multiplikatormetod

Larmal

Med storsta vérdet av f(x,y) pé en méngd D, som forutsitts vara
en delmingd av f:s definitionsomrade D, menas storsta vardet av
f for punkter som ligger i D.

For hogre betyg skall du dessutom kunna:

Adams | Mal Ofta anvinds beteckningen f(D) for
13.2 |6sa problem enligt godkdntmélen dar ekvationssystemen Lt o s
13.3 inte ar enkla, eller dimensionen > 2, eller flera bivillkor. {z:z="f(xy) for ndgot (x,y) € D}.

Storsta virdet av f(x,y) pa D &r alltsd det stdrsta talet i £(D),
om det finns ett sadant.
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n
den under bivillkor

Ofta ges D av en eller flera olikheter eller ekvationer som
g(x,y) <0 eller g(x,y) =0.

T.ex. ger olikheten 9x2 + 4y? — 36 < 0 en elliptisk skiva och

ekvationen 9x2 + 4y2 = 36 en ellips. For betyget godkand skall du kunna:
. o . . . . . Adams | Mal
Da D ges pa detta satt kallas storsta vardet av f pd D ofta storsta 133 bestamma extremvarden for F(x,y), eller (x,7.7)

virdet av f under bivillkoret g(x,y) < 0 eller g(x,y) = 0. under bivillkor g(x, y) = 0, eller g(x, y,z) = 0.

med Lagranges multiplikator-metod da den

Man siger ocksa att f har lokalt maximum i punkten (a, b) under . . .
leder till relativt enkelt ekvationssystem.

bivillkoret g(x,y) < 0 om punkten uppfyller bivillkoret och
f(x,y) < f(a, b) for alla punkter (x,y) som uppfyller bivillkoret
och ligger i ndgon lamplig omgivning till (a, b).

L — cnawens | (&) cormonss uversimer

Carl-Henrik Fant Carl-Henrik Fant

E n

n X
13.2 Extremvarden under bivillkor

en
13.2 Extremvérden under bivillko

Sats 4: Lagranges multiplikatormetod

Antag att

o funktionerna f och g har kontinuerliga forsta ordningens
partiella derivator i en omgivning av punkten (a, b)

Fo6r hogre betyg skall du dessutom kunna: o punkten (a, b) ligger pa kurvan C : g(x,y) = 0 (dvs.
Adams | M3l g(a, b) =0)
13.3 motivera Lagranges multiplikatormetod o f har lokalt maximum eller minimum i (a, b) under bivillkoret
g(x,y) =0
o punkten (a, b) ar inte en dndpunkt till kurvan C
o Vg(a,b)#0

D3 finns ett tal A sa att (a, b, \) ar kritisk punkt for
Lagrangefunktionen ®(x,y,\) = f(x,y) + A\g(x, y).

cnawmens (8} corssonss vravessirer cnawens | (@) corssonss uversirer

Carl-Henrik Fant Carl-Henrik Fant



ent och riktningsderivata
oximatione

Ex n
13.2 Extremvarden under bivillkor

Att (a, b, \) &r kritisk punkt for ®(x,y, A) = f(x,y) + Ag(x,y)
innebdr att V£ (a, b) och Vg(a, b) ar parallella.

Detta innebér i sin tur att nivdkurvan f(x,y) = k dir k = f(a, b)
och kurvan g(x,y) = 0 tangerar varandra i punkten (a, b).

Metoden &r anvandbar ocksa fér funktioner av tre variabler: Vi séker stérsta och minsta vardet for funktionen f(x, y) = xy +50
da punkten (x, y) ligger pa ellipsen x> + 4y? = 32.

Exempel: Extremvédrde under bivillkor

(a, b, ¢, \) ar kritisk punkt for

d(x,y,z,\) = f(x,y,z) + A\g(x, y, z) innebar att nivdytan
f(x,y,z) = k dir k = f(a, b, c) tangerar ytan g(x,y,z) =0
punkten (a, b, c).
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