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For betyget godkénd skall du kunna: For hogre betyg skall du dessutom kunna:
Adams | Mal Adams | Mal
14.1 kanna till och utnyttja dubbelintegralens egenskaper 14.1 utnyttja symmetrier vid berdkning av dubbelintegraler
(sid 758) vid problemlésning (se t.ex ex. 3's 758-759).
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Volymen av en kropp berdknas genom att kroppen approximeras
med manga sma ratblock.

S p— Summan av deras volymer ger ett narmevrde till kroppens volym. ...

se matlabdemo integral2.m
Carl-Henrik Fant

medelvardessatsen ade d ler och medelvarde

14.4 Dubbelin > r, substitution 14.4 Dubl 3 rdinater, substituti

14.5 Trippelin
14.6 Substitut trippelintegraler 14.6 Substitution i trippelintegraler

En Riemannsumma till f erhills om man véljer en punkt (x,fjf,yé‘») i
Lat D vara en axelparallell rektangel i xy-planet: varje delrektangel Rj = {(x,y) :x_1 < x<x;, yj 1<y <y }
D={(xy): asx<b c<y<d} och bildar summan
En partition P av D ar en indelning av D i mindre, axelparallella

m n
rektanglar. P
R(f,P) = f(xi, yi ) AAj

Normen av partitionen, ||P|| 4r lingsta diagonalen i alla (f,P) ;; (x5 Yi) A
delrektanglarna. J

dar AAj; = (x; — xi—1)(yj — yj—1) &r arean av rektangel Rj.
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14.6 Substitution i trippelintegraler

Faltstyrka

En tunn isolerande cirkul3r platta har ytladdningstithet o As/m?.

Vi vill bestamma faltstyrkan i en punkt rakt ovanfér plattans

Om (x5, ys > 0 kan termen f(x%, y)AA;; i Riemannsumman
( ij2 Yij ( U’y’l) u centrum.

tolkas som volymen av ett rétblock med bas Rj; och héjd f(x}, y}).
N&r indelningen ar "odndligt fin" 4r Riemannsumman volymen av
kroppen med bottenyta D och ytan z = f(x, y) till lock.

Inte bara volymer kan approximeras med Riemannsumma. L3t t.ex.
q(x, y) vara laddningstatheten p& en platta. D3 ar
Riemannsumman till g ett narmevarde till laddningen @ pa plattan.
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14.6 Substitution i trippelintegraler

Definition: Dubbelintegral 6ver en rektangel

P& grund av rotationssymmetri ar E = Ek. Coulombs lag ger att
bidraget dE fran areaelementet dA ar

odA Funktionen f &r integrerbar 6ver rektangeln D och har
m‘i dubbelintegralen

N | . 1= [[ fxy)da
dar d ar avstandet fran areaelementet till punkten och & ar en D
enhetsvektor i riktning mot punkten. om det &r s3 att

. . dA . 2 2
Bidraget dE &r ;200 \/m fér varje positivt tal € finns det ett tal § (som beror p3 €) s3 att
Saledes ar [R(f,P)— 1] <e

_ _ [ g a fér varje indelning P av D som uppfyller ||P|| < ¢ och for alla val
E= [ dE= S dA : :
D p 4meoe (X2 +y2 +2%) \/x2 4+ y2 + 22 av punkter i delrektanglarna i P.
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Dubbelintegral 6ver allmdnnare omraden

Antag f(x,y) ar definierad och begrénsad pa ett begrinsat omrade
D. Vilj en axelparallell rektangel R, som innehaller D.
Lat f(x,y) vara utvidgningen av f till R som ges av

?(X,y):{ g(Xv)/)% om (x,y) €D

om (x,y) ¢ D. //Df(x,y)dA://,;?(Xv)’)dA

. : om den senare integralen existerar.
2= f(z.9)

Da ges dubbelintegralen av f 6ver D av:
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14.6 Substitut rippelintegraler

Dubbelintegralens egenskaper

o [fpf(x,y)dA=0om D har area 0

o [[pdA=areanav D

Om integrationsomradet D ar slutet och begransat, och har en

"snall” rand och f ar kontinuerlig pad D, s& ar f integrerbar dver D. © Om f(x,y) > 0 hela D sa &r ffD flx,y)dA=V >0 dir v

ar volymen av kroppen som begrédnsas neddt av D och uppéat
av ytan z = f(x,y)

o Om f(x,y) <0ihela Dsaiar [[,f(x,y)dA=—V <0 dir
V &r volymen av kroppen som begransas uppat av D och
nedat av ytan z = f(x,y)
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14.6 Substitution i m; selintegraler 14.6 Substitution i trippelintegraler

@ Om k ar en konstant sa géller

// k- f(x,y)dA = k// F(x,y) o Om f(x,y) < g(x,y) i hela D s3 giller
D D

° //D(f(x7y)+g(X,y))dA://[)f—()(,y)dAjL//Dg(X?y)dA // XydA<// g(x,y)d

()i < [[ 176l o
@ Om D = D; U D, och arean av Dy N Dy 4r 0, sé ar D

//D Flx.y)dA = //Dl F(x,y)dA + .//Dz F(x,y)dA
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14.1 Dubbelintegralens definition 14.1 Dubbelintegralens definition

delvirdessatse 3C dubbel och medelvi
substitution. 1l )l DC inater, substi

in
14.6 Substitution i trippelintegraler 14.6 Substitution i trippelintegraler

For hogre betyg skall du dessutom kunna:

Adams | Mal

14 berdkna itererad enkelintegral, tvd/tre variabler,
genom att kasta om integrationsordningen

(se t.ex. 6vn. 14.2.15).

For betyget godkand skall du kunna:

Adams | Mal

14.2 berdkna dubbelintegral genom upprepad
enkelintegration (sats 14.2.2).

cnawmens (8} corssonss vravessirer crawens | (@)

Carl-Henrik Fant Carl-Henrik Fant




14.1 Dubbelint ns definition 14.1 Dubbelintegralens definition

143 C
14.4 Du
14.5 Trippeli
i trippelintegraler 14.6 Substitution i trippelintegraler

y-enkla och x-enkla omraden. y-enkla omraden.

Ett omrade D kallas y-enkelt om det kan skrivas Ett omrdde D kallas y-enkelt om det kan skrivas

D={(xy): a<x<b, c(x)<y<dx)} D={(x,y): a<x<b, c(x) <y <d(x)}

Fenkelt ormy édj d(
=d(z
i-enkelt omrade k4
y=d(=)
P D
— y=qz) = ‘y =z
a b
£ b
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14.1 Dubbelintegralens definition, 14.1 Dubbelintegralens definition
al och medelvirdessatsen 14.3 Generali « oL och medelvirdessatsen
koordinater, substitution 14.4 Dubbeli e ol3 rdinater, substitution
14.5 Trippeli :
14.6 Substitution i trippelintegraler
Upprepad enkelintegral Upprepad enkelintegral
Om D &r y-enkelt D = {(x,y): a<x<b, c(x) <y <d(x)},sa Om D &r y-enkelt D = {(x,y): a<x<b, c(x) <y <d(x)},sa
berdknas dubbelintegralen 6ver D genom upprepad integrering: berdknas dubbelintegralen 6ver D genom upprepad integrering:
b d(x)
renkelt cuzade // f(x,y) dA :/ / f(x,y)dy | dx.
P b = i(z) D a c(x)
P N
//
7 D

f o L
N S o i 0

samens | (@) cormmoncs omivensiver

Carl-Henrik Fant

chawmers | (@) coremonss unvesirer




14.1 Dubbelin

velinte sch mec 3 Generaliserade elintegraler och medelvar

ra ] ater, s > 1l )l € olira rdinater, substitution

x-enkla omraden. Upprepad enkelintegral

Ett omrade D kallas x-enkelt om det kan skrivas Om D &r x-enkelt D = {(x,y): ¢ <y <d, a(y) <x< b(y)}, sa

berdknas dubbelintegralen 6ver D genom upprepad integrering:
D={(xy): c<y<d. aly)<x<b(y)}

d b(y)
; // f(x,y)dA:/ / f(x,y)dx | dy.
15 D c a(y)
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14.1 Dubbe ens o 14.1 Dub ition

14.2 Uppre egrals 14.2 Upp enke ralsberikning

14.4 Dubbelin er i polira koordinater, substitutio 14.4 Dubbelintegraler i polira koordinater, substitution
14.5 Trippelin 14.5 Trippelin ’

14.6 Substitution i trippelintegraler 14.6 Substitution i trippelintegraler

Larmal Larmal

For betyget godkidnd skall du kunna:

Adams | Mal -
14.3 avgora huruvida en integral ar generaliserad och For hogre b?tyg skall du dessutom kunna:
- e . . . Adams | Mal
i sa fall forklara vad som goér den generaliserad. ; i H bevi deivard
14.3 berdkna generaliserad dubbelintegral for f(x,y) > 0 14.3 ormuiera och bevisa medelvar essatsen (sats 14.3.3)
b . . for dubbelintegraler.
och dirigenom avgora konvergens/divergens.

14.3 veta vad som menas med medelvirdet av en funktion
av tva eller tre variabler pd ett omrade.
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r, substitution 1l )l ale inater, substitution
1

Generaliserad integral Exempel

1
=t

ar generaliserad om D, eller randen till D, innehaller ndgon punkt

En dubbelintegral ij x,y)dA kallas generaliserad (improper) dir x — 2 = 0 eller om D 3r obegrinsad.
om o D:3<x, 0<y<24robegrinsad, integralen ar
o D inte ar en begransad mangd, eller generaliserad.
o f inte ar begrdnsad pd D e D:2<x<4, 0<y<2ir begrinsad, f ir inte begrinsad

pa D, integralen &r generaliserad.

o D:2<x<4, 0<y arobegrinsad, f ar inte begransad pa
D, integralen &r generaliserad.

o D:3<x<4,0<y<2arbegransad, f ar begransad pa D,

cHALMER: s (@) coremoncs unversirer mtegralen ir inte generahserad CHALMERS s | (@) coremoncs unversirer

14.1 Dubbelir de on 14.1 Dubbelintegralens definition
14.2 Uppr g >

r, substitution 1l teg DC ordinater, substitution

14.6 Substitution i trippelintegraler

Konvergens for generaliserade integraler Konvergens for generaliserade integraler

o Om f inte vaxlar tecken i D och D &r y-enkelt sd galler

Detta svédra begrepp undviker Adams nastan helt. Man skall, i Fubinis sats:
princip, ta en foljd av allt storre begransade delmangder D, av D e Om
(Dp omfattar D,_1), ddr f ir begrinsad och sddana att varje b d(x)
punkt i D ligger i ndgon D,, och dirmed alla foljande. Konvergens / </ f(x,y) d)’> dx
innebdr d3 att man far samma gransvarde dd n — oo oavsett hur ’ <)
mangderna D, valts. ar andlig sa ar den generaliserade integralen konvergent och
Fullstandigt ohanterbart med andra ord. // F(x,y) dA = /b (/d(x) f(x,y) dy) dx
D a c(x)
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14.1 Dubbeli
14.2 Uppr

Medelvarde

o Medelhojden i en kropp K : (x,y) € D, 0 <z < f(x,y) ar
den hojd h en cylinder med samma bas och samma volym som
K har.

Allts3

h- arean avD:// f(x,y)dA
D

o Medelvardet m for en funktion pad ett omrdde D definieras pa
motsvarande sitt av:

m- arean avD:// f(x,y) dA
D

o Givetvis under forutsattning att arean av D # 0.
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och medelvirdessatsen

14.5 Trippelintegraler
14.6 Substitution i trippelintegraler

Larmal

For betyget godkidnd skall du kunna:

Adams | Mal
14.4 ange sambandet mellan cartesiska och polara
koordinater samt sambandet mellan areaelementen.
14.4 ange hur ett omrade givet i cartesiska koordinater
transformeras vid 6vergang till andra koordinater och omvant.
14.4 kanna till vad som menas med att en transformation
R? — R? r ett-ett (sid 777).
14.4 berdkna dubbelintegraler med hjalp av foreslagen
variabelsubstitution och tillampning av sats 14.4.4.
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raler i polii dinater, substitution

14.6 Substitution i trippelintegraler

Medelvardessatsen

Om f &r kontinuerlig pa den slutna, begransade,
sammanhangande mangden D

och f har medelvardet m pd D,
sa finns det en punkt (xo, yo) i D sddan att
f(x0,y0) = m.

// f(x,y)dA = f(xo,y0) - arean av D.
D
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14.2 Up

berskning

lint
14.3 Gener de dubbelintegraler och medelvirdessatse

14.5 Trippelintegraler
14.6 Substitution i trippelintegraler

Larmal

For hogre betyg skall du dessutom kunna:

Adams | Mal

14.4 formulera satsen om variabelsubstitution i
dubbelintegraler (sid 778).

14.4 valja lamplig variabelsubstitution for berdkning av
dubbelintegral
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Variabelsubstitution

Antag att x = x(u, v), y = y(u, v) 3r en 1-1 avbildning av ett
omrade E i uv—planet pd omradet D i xy—planet. Antag att
funktionerna x = x(u, v) och y = y(u, v) och deras partiella férsta
ordningens derivator r kontinuerliga.

Om f(x,y) ar integrerbar pad D sa ar f(x(u,v),y(u,v))
integrerbar pd E och

//D f(x,y) dA://D f(x,y) dxdy =

a(x,y)

//E f(x(u,v),y(u,v)) ‘a(% ) dudv
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och medelvirdessatsen

14.5 Trippelintegraler
14.6 Substitution i trippelintegraler

Polar substitution

x = rcosf
y rsinf

dA = dxdy = rdrdf

Faktorn r far du inte glommal!
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och medelvérdessatser

14.6 Substitution i trippelintegraler

INGEHEIE

9(x,y)
A(u,v)

ar den lokala areaskalan for avbildningen
x = x(u,v), y = y(u,v) av omrddet E i uv)—planet pd

omradet D i xy—planet. Notera att ggzig ar determinanten av

Jacobimatrisen, ggig‘ ar absolutbeloppet av determinanten.

Areaskalan kan omdjligen vara negativ.
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14.3 Gener ch medelvirdessatsen
14.4 Dubbelin oldra koordinater, substitution

14.6 Substitution i trippelintegraler

Larmal

For betyget godkand skall du kunna:
Adams | Mal
14.5 berdkna trippelintegraler genom upprepad enkelintegration.
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Larmal

14.6 Substitution i trippelintegraler

For hogre betyg skall du dessutom kunna:

Adams

Mal

14

berakna itererad enkelintegral, tva/tre variabler,
genom att kasta om integrationsordningen
(se t.ex. 6vn. 14.2.15).
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14.6 Substitution i trippelintegraler

Upprepad integration i trippelintegraler.

Det finns i princip tva satt att utféra upprepad integration i
trippelintegraler.
o Projektion pa koordinatplan:

[ e[ ([

dar Dy, &r projektionen av kroppen D pd xy-planet.
(Kraver att omradet dr z-enkelt.)
@ Skivning parallellt med koordinatplan:

///Df(x,y,z)dV:/ab (//Zf(x,y,z)dxdy> dz

dar D, &r snittet mellan kroppen D och planet z =
konstant. J Y ——

f(x,y, z)dz) dxdy

Carl-Henrik Fant

Larm

14.1 Dubbe definition
14.2 Up

14.3 Gener ch medelvirdessatsen
14.4 Dubbelint koordinater, substitution
14.5 Trippelin

al

For hogre betyg skall du dessutom kunna:
For betyget godkand skall du kunna: Adams | M3l
Adams | Mal 14.6 vilja lamplig variabelsubstitution for berdkning av
14.6 ange sambanden mellan cartesiska och sfariska/cylindriska koordinater trippelintegral
sambandet mellan volymelementen. 14 berdkna itererad enkelintegral, tvd/tre variabler,
14.6 berdkna trippelintegraler med hjalp av féreslagen variabelsubstitution. genom att kasta om integrationsordningen
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(se t.ex. 6vn. 14.2.15).
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14.4

14.5

Variabelsubstitution Sfarisk (rymdpoldr) substitution

Antag att x = x(u,v,w), y = y(u,v,w), z =z(u,v,w) aren 1-1
avbildning av ett omrdde E i uvw—rummet pad omradet D i
xyz—rummet. Antag att funktionerna x = x(u, v, w),

y = y(u,v,w) och z = z(u, v, w) och deras partiella forsta x = pcosfsing
ordningens derivator &r kontinuerliga. y = psinfsing
Om f(x,y, z) ar integrerbar pd D s& &r z = pcoso

f(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) integrerbar pd E och

/// (x.y,2)dV = /// (x.y,2) dxdydz =

/// x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) ‘%
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dV = dxdydz = p?sin pdpdfdp
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