Losningsforslag till tentamen
TMAO043 Flervariabelanalys E2

2010-10-21 kl. 8.30-12.30

Examinator: Johan Jonasson , Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Ida Sifstrom , telefon: 0703 088 304

Hjilpmedel: bifogat formelblad, ordlistan fran kurswebbsidan, ej riknedosa

For godkdnt pa tentan kravs antingen 25 poing pa godkintdelens tva delar ssmmanlagt, eller att bada delarna ar
godkénda var for sig. For godként pa del 1 krdvs minst 10 poéng, fér godként pa del 2 kriavs 13 poéng. Erhallen
poéng pa nagon av delarna far ersétta poing pa motsvarande del pa senare tentamen tills kursen ges nésta lisar.
For godkant pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara godként. For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 33 resp. 42
poidng sammanlagt pa tentamens alla delar.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan rittas och bedéms anonymt.
Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfdlle meddelas pa kur-
swebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkéntdelen, del 1
Uppgift 1 och 2 se niista blad

Godkéantdelen, del 2
Uppgift 3, 4 och 5 se blad 3

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poing fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan
poéng pa denna del rdknas in fér att na godkintgrinsen. Normalt krivs for poidng pa uppgift att man redovisat

en fullsténdig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

6. Ange pa formen y = g(z) den kurva i planet som gar genom (1,1) och &r vinkelrdt mot
alla nivakurvor till f(x,y) = o* + 442

Loésning Vi vet att gradienten till f(z,y) i en punkt (a,b) dr vinkelrit mot f:s nivakurva
genom (a,b). Vi vet ocksa att om r = zi+ g(x)j &r en parametrisering av den sokta kurvan
sa dr r'(x) en tangentvektor till kurvan. Eftersom vi vill att denna tangentvektor skall
vara vinkelrit mot nivakurvorna sa skall alltsa r’(z) ha samma rikting som gradienten
Vf(z,g(x)) dvs. ¥'(z) = AN(z)V f(x,g(x)) for nagon funktion A(x). Identifierar vi kompo-
nenterna framfor i resp j i bada led far vi att 1 = A\(z)423 och ¢'(z) = \(x)8¢g(z). Loser vi
ut A(x) ur den forsta ekvationen och sétter in i den andra far vi

g (x) = %g(x) s () - %g(x) =0

Detta &r en linjéar differentialekvation av forsta ordningen som t.ex. kan losas genom mul-
tiplikation med integrerande faktor. En integrerande faktor #r i detta fallet el/ 2* g4 differ-
entialekvationen kan skrivas;

[un

d a1 1
o <g(:):)ew2) =0 & ge2=C < gx)=~Cexs

|

Vi dr nu speciellt intresserade av den (ortogonal-) kurva som gar genom (1,1) sa vi soker

-1
den losning g(z) = Ce+? som #r sadan att g(1) = 1. Inséittning ger att 1 = Ce™! dvs.

(6p)



1

C = e, vilket ger oss losningen y = el7

Anm. Man kan ocksd komma fram till differentialekvationen ovan genom att notera att
den kurva som soks helt enkelt dr filtlinjen genom (1,1) till det konservativa vektorfilt
som har f(x,y) som potential. Fran avsnitt 15.1 i kursboken vet vi att féltlinjens ekvation
ges av;

dx dy dx dy 1 _
= S —=— & hy=—-—+D < = (Ce =2
filzy) ~ falz.y) 43 8y T Y

Sedan bestams konstanten C' som ovan.

_1
Svar: y = e 22

. Ange (pa valfri form) tangentlinjen till skdrningskurvan mellan de tva ytorna
z=2—x?—2y? och x2°> — y = 1 i punkten (1,0,1)

Lésning Ytorna kan betraktas som nivaytor till funktionerna f(z,y,z) = 22 + 2y* + 2
resp. g(x,y,z) = v2% — y. Gradienterna V£(1,0,1) = (2,0,1) och Vg(1,0,1) = (1,-1,2)
ar vinkelrdta mot resp. yta i (1,0,1) sa deras vektorprodukt ger en riktningsvektor for
tangentlinjen. Vi far;

i j ok
2 0 1|=i-3j-2k
1 -1 2
Tangentlinjen beskrivs saledes (pa parameterform) av;
r=1+t
y=0-3t , tcR
z=1-2t

Alternativ 16sning 1: Den sokta tangentlinjen &r skdrninglinjen mellan tangentplanen
till de bada ytorna i den givna punkten. Tangentplanens normalvektorer dvs. (2,0, 1) resp.
(1,—1,2) kan tas fram som i ovanstaende losning varpa vi kan stélla upp ekvationerna
2(x—1)40y+(z—1) =0resp. (x—1)—y+2(z—1) = 0 {6r tangentplanen. Skirningslinjen
ges av de punkter som ligger i bada planen dvs. uppfyller bada ekvationerna,;

=1
2 —-1)4+0y+(2—1)=0 20+ 2=3 B
{(m—l)—y+2(z—1):0 T Vo-y+2e=3 i’:g_;’i , tER

Alternativ 16sning 2: Om vi anvinder & som parameter i en parametrisering av skirn-
ingskurvan sa giller att z(x) = 2— 22 —2y(z)? och xz(z)? —y(x) = 1. Deriverar vi bada led
i bada ekvationerna m.a.p. = sa far vi 2/(z) = —2z — 4y(x)y'(x) och 2z(x)? + 2z2(z)2'(z) —
y'(z) = 0. Speciellt i punkten (1,0,1) géller att z/(1) = —2 och 1 + 22/(1) — ¢/(1) = 0,
vilket ger oss tangentvektorn i — 3j — 2k. Med hjilp av tangentvektorn kan vi sedan enkelt
beskriva tangentlinjen (se ovan).

. Formulera Greens formel och bevisa den i specialfallet da kurvan C omsluter en axelparallell
rektangel D:a <z <b, c<y<d.

Y

d

(6p)
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Godkéantdelen: del 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats(endast
losningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Bestiam riktningsderivatan av funktionen f(z,y) = 2* — 3zy i punkten (1,1) och i
riktningen u = 1(4,3)

Loésning: Gradienten av f dr Vf(x,y) = (42° — 3y)i — 3xj. Speciellt far vi att
Vf(1,2) = i — 3j sa riktningsderivatan av f i den givna punkten och riktningen
ar;

Dufu,mZZVfﬂﬂ”ﬂJZ(L—B%%Q£3):—J

Svar: Den efterfragade riktningsderivatan &r —1

(b) Visa att P = (—%, %) ar en kritisk punkt till f(z,y) = 2y — 222y + 322 — 9y och avgsr
om funktionen f antar ett lokalt max eller min i P, eller om P &r en sadelpunkt.

Loésning: Gradienten av f #r Vf(x,y) = (—4xy + 62)i + (632 — 222 — 9)j. Speciellt
far vi att Vf(—32,2) = 0 vilket visar att P = (=3, 3) &r en kritisk punkt. For att
bestdmma punktens karaktér studerar vi Hessianen av f i punkten. Vi far att;
—4y+6 —4x . .. 33, [0 6

i 19 och speciellt dr %”(—5, 5) = [ 6 18 }
Matrisen 5 (—3,3) &r indefinit ty det(s#(—3,3)) = =36 <0s& P = (—3,3) &r en
sadelpunkt.

‘%ﬁ(xvy) =

Svar: P &r en sadelpunkt

(c) Lat f(z,y,2) = 2% — 2y + 322 + 22. Ange en ekvation for tangentplanet till nivaytan
f(z,y,z) =7 1punkten (3,2,1)

Losning: Gradienten av f dr V f(z,y,2) = (2x + 2)i — 4yj + (62 + z)k. Speciellt far
viatt V£(3,2,1) = 7i — 8j + 9k sa en ekvation for tangentplanet #r;

T(z—3)—8(y—2)+9(2-1)=0 & Tr—-8y+9z=14
Svar: 7z — 8y + 92 = 14

Till foljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

2. Anvind Lagrange multiplikatormetod for att bestdmma det kortaste avstandet mellan
origo och kurvan y = 22 — 1

Losning: Avstandet fran en punkt (z,y) till origo dr d(z,y) = /22 + y2. Detta avstand
4r som minst precis da kvadraten pa avstandet (dvs. 2 4 y?) dr som minst. For att gora
kalkylerna lite enklare bestimmer vi dirfor minsta virdet pa z2+y? (malfunktionen) under
forutsittning att y = 22 — 1 (bivillkor). Lagrangfunktionen for detta optimeringsproblem
ar L(z,y,\) = 22 + y? + My — 2% + 1). Kandidater pa punkter diir minimum kan finnas
far vi genom att bestdmma de kritiska punkterna till L(x,y, \);

20+ X2z =0 z=0 x:i%
VL(z,y,\) =0 & 2y—A=0 & y=—1  eller y=—3
2?2 —y—1=0 A= -2 A= -1
Avstandet fran origo till (0,—1) &r 1 och avstandet fran origo till (:I:%, —1) ar @
Det dr ocksa uppenbart att det verkligen finns ett minsta avstand, s& vi konstaterar att;
V3

Svar: kortaste avstandet ar 5

(3p)

(3p)

(3p)

(5p)
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3. Till nedanstaende uppgifter skall korta l6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats(endast
losningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Beriikna dubbelintegralen / / ¥/ dxdy da D &r omradet 0 <2 < 1,0 <y <z (3p)

T 1 -

Losning: // eV/* dady = / (/ ey/xdy> dr = / [azey/m} dr =
0 ) 0 0

x? e—1
— - —(e—1) =] =
/(:ﬂe x)dxr = (e )[2]0 5
-1
Svar: // e¥/® dady = ¢
D 2

(b) Beriikna volymen av kroppen K : 22 + 32 <4, 0 < z < zy + 3 (se figur) (3p)

Lo6sning:

2w 2
// (xy +3 d:cdy—/ </ (rcos&-rsinﬂ—l—?))rdr) do =
x+y2<4 0

sin2 0 r27?
= |— —| =12
- [5], [25, o 5], -

Alt. Man kan ocksa p.g.a. symmetri konstatera att // zy drdy = 0 sa;
x24y2<4

// (asy—f—?))dxdy:?)// drdy =3 -47 = 127
z2+y2<4 z2+y2<4

Svar: Volymen av K &r 127 (v.e.)

Till féljande uppgifter skall fullstéindiga lésningar redovisas pa separata skriv-
papper. Motivera och férklara sa vil du kan.

4. Lat F(z,y,2) = 2zyi + 22j + k (6p)

(a) Visa att vektorfiltet F #r konservativt genom att bestdmma en potential ¢ till F

Loésning: Vi soker en funktion ¢(x,y, z) sadan att V¢ = F. Villkoret att ¢; = 2zy
ger att ¢ = 22y + g(y, z) for nagon funktion g. Deriverar vi detta uttryck m.a.p. y sa
far vi att ¢ = 22 + g1(y, 2). Villkoret ¢o = 22 ger da att g;(y, z) = 0 vilket betyder
att g(y,z) = h(z) for nagon funktion h. Om det finns en potential ¢ sa maste den
alltsa ha formen ¢ = 2%y + h(z). Deriverar vi nu detta uttryck m.a.p. z s& far vi att
¢3 = h'(z). Vi ser att ocksa det sista villkoret ¢3 = 1 blir uppfyllt om h'(z) =1 dvs.
om h(z) = z + C. Vi konstaterar saledes att F &r ett konservativt vektorfilt med de
(skaldira) potentialerna ¢(x,y, z) = z%y + z + C.

Svar: En potential ar ¢(z,y, z) = 2%y + 2

(b) Antag att en partikel ror sig lings med kurvan r = ti + t2j + t3k fran origo till
punkten (1, 1,1). Berékna det arbete fc Fedr som kraftfiltet F utrattar pa partikeln,
dels genom att anvénda potentialen fran deluppgift (a) och dels genom att utga fran
definitionen av kurvintegral.

Loésning;: /F-dr =¢(1,1,1) — ¢(0,0,0) = 2
C

1 1
/F-dr:/ (263,12, 1)s(1, 2t, 3t%) dt :/ (413 + 3t%) dt = [t4+t3]é =2
C 0 0

Svar: Arbetet dr 2 (J)



5. Lat F(z,y,2) = 2% +3%j + 2%k

(a) Berdkna divergensen av F

0 0 0
Lo6sning: divF = 7 (a:z) + ETy (yz) + 92 (22) =2z +2y+ 22
Svar: Divergensen i en punkt (z,y, z) ar 2z + 2y + 2z
(b) Beriikna flodet av F ut ur omradet Q: 22+ ¢y +22 <4, 2>0

Losning: Gauss formel ger att;

Flodet avFuturQ:// F-Ndsz///didevz///@x
[2)9] Q Q

Byte till sfiariska koordinater ger sedan att;

/// (22 + 2y + 2z)dxdydz =
Q

2m w/2 2
2/ (/ (/ (psinqbcos&+psin¢sin0+pcos¢)p25in¢dp) d¢> df =
0 0 0

sin? ¢ /2
2

= 8m

p4 2 /2
2 [] [sinf — cos 9]3”/ sin? ¢ dg + 2m [

0

Anm. Man kan bespara sig lite kalkyler ovan genom att observera att av sym-
metriskédl maste det vara sa att [[[,2zdxdydz = 0 och [[[,2ydzdydz = 0 sa

ffo divFdV = fffﬂ 2z dzxdydz

Alternativ l6sning: Lat S vara den sfiriska ytan som begrinsar omradet uppat
dvs. S: 2?2 + 9% + 22 = 4,2 > 0 och 1at Sy vara cirkelskivan som begrinsar omradet
nedat dvs. Sp : 22 + y? < 4,z = 0. D4 giller att;

Flodet av F ut ur = // F.Nd5+// F.NdS
S So

déir N &r enhetsnormaler som pekar ut fran omradet Q. Pa S éir N = %(CL‘, Y, z) sa

//F.NdS—l// (2 +y* + 2%) dS
S 2/))s

Av symmetriskél &r [ S (m3 + y3) dS = 0 och integralen med 2> kan vi beriikna genom
att parametrisera S. I de sfiriska koordinaterna ¢,0 ges S av x = 2sin¢cosf,y =
2sin ¢sinf, z = 2 cos ¢ och areaelementet dr dS = 4sin ¢ dpdf, viket ger oss att;

1// (x3+y3—|—z3) dSzl//z3dS:
2))s 2))s

/2 2 4
1/ </ 80083¢4sin¢d0> dé = 327 [—COS ﬂ — 871
2 Jo 0 4 ]

Pa Sy ir N = —k och dirmed Fo«N = —22 men pa Sy #r ju ocksa z = 0 sa speciellt
foljer att FoIN = 0 dér, vilket innebr att [[q FeNdS = 0. Sammantaget &r alltsa
flédet ut ur Q lika med 87

Svar: 87 (volymenheter per tidsenhet)



