Losningsforslag till tentamen
TMAO043 Flervariabelanalys E2

2011-01-12 kl. 8.30-12.30

Examinator: Johan Jonasson , Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Peter Helgesson , telefon: 0703 088 304

Hjialpmedel: bifogat formelblad, ordlistan fran kurswebbsidan, ej riknedosa

For godként pa tentan krivs antingen 25 poéng pa godkéntdelens tva delar ssmmanlagt, eller att bada delarna ar
godkinda var for sig. For godkiint pa del 1 kridvs minst 10 poéng, fér godkiint pa del 2 kridvs 13 poéng. Erhallen
poéng pa nagon av delarna far ersitta poing pa motsvarande del pa senare tentamen tills kursen ges nésta lisar.
For godkant pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara godként. For betyg 4 eller 5 krivs dessutom 33 resp. 42
poing sammanlagt pa tentamens alla delar.

Losningar liggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan rittas och bedéms anonymt.
Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfdlle meddelas pa kur-
swebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkéntdelen, del 1
Uppgift 1 och 2 se néista blad

Godkintdelen, del 2
Uppgift 3, 4 och 5 se blad 3

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéing fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan
poédng pa denna del riknas in for att na godkéntgriansen. Normalt krivs for podng pa uppgift att man redovisat

en fullstéindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

6. Lat S vara den del av ytan z = zy som ligger inuti eller pa cylindern 22 +y?> = 4 dvs S =
{(:1:, y,2) ER3: 2z =y, 22 +92 < 4} och lat F vara vektorfiltet F(x,y, z) = zi— 2j+ 2zk.
Bestdm den punkt pa ytan S for vilket flodet av F upp genom ytan (dvs flddets storlek i
ytans normalrikting) dr som storst.

Losning: Enhetsnormalen i en punkt (z,y, z) pa ytan ges av;

—yi—zj+k

/1+y2+$2

N =
och flédet upp genom punkten ges av;

PN = %Y + 2z + 22 zzy xy + 2z
V14 y? 4 2? V1+y? 4 2?

Vi soker nu det storsta viirdet pa f(z,y) = e y saddana att 22 4 y? < 4.
M /1+y2+12 ) —_

Vi borjar med att undersoka ev. kritiska punkter till f i det inre av cirkelskivan;

Niper e r
{ fi(z,y) =0 N (v+2) Tyt (xy+2x)\/1+y2+x2 0 -
) 0 2472 v _
fo(z,y) xy/1+y2+ 2 (:Uy+2x)\/m 0

(6p)



8.

(y+2)(1 4 y? +22) — (zy + 22)z =0 (y+2)(1+5?) =0 =0
{w(1+y2+x2)—(wy+2w)y:0 = {w(1+w2—2y):0 < {y:—2

Den kritiska punkten ligger pa randen av cirkelskivan. For att undersoka funktionsvirdena
utefter hela randen studerar vi funktionen;

4
g(t) = f(2cost,2sint) = — cost(sint + 1)

V5

4
— ﬁ (—sint(sint+1)+cos2t) =0 &< 2sin’t+sint—1=0 <
1 1 —-1+3

nt—=—-4+4/—+= =
st =~ 16 12 1

Funktionsvérdena i de kritiska punkterna till g &r 0 respektive % <i§) % = j:3\/§ och

det storsta av dessa (dvs. 3\/§) antas i punkten (v/3, 1).

Svar: Storst flode upp genom ytan sker i punkten (v/3,1).

Lat C vara kurvan som ges av parametriseringen r = 2 costi+2sint j+2sin2tk, 0 <t <27
och lat F vara vektorfiltet F(x,y,2) = (e® — y3)i + (e¥ + 2%)j + k. Visa att kurvan C

ligger i ytan z = xy och anvind Stokes sats for att beréikna kurvintegralen 7{ Fedr.
C
Losning: Om z = 2cost,y = 2sint och z = 2sin 2t sa &r;
ry = 2cost2sint = 2sin2t = 2

vilket visar att C ligger i ytan z = xy. Notera att kurvan #iven ligger pa cylindern z24y? = 4
sa C #r randen/kanten av ytan S i uppgift 6 ovan. Eftersom kurvan C #r orienterad moturs
sett ovanifran ytan z = zy sa skall ytan i Stokes sats vara orienterad med en enhetsnormal
som pekar upp dvs.

—yi—zj+k

V1422 +y?

Areaelementet pa ytan dr dS = /1 + y2 + 22 dzdy och

N:

i j k
curl F = 8% 8% % =3(z? + y*)k
et —yd V4 ad e*

sa Stokes sats ger att;

?{F-dr = // curl FeN dS = // 3(2? + 9?) dady =
C S r24y2<4
27 2 1 2
3/ </ r? rdr) df = 67 [7‘4] = 247
0 0 4 0

Svar: j;c Fedr = 247

(a) Definiera begreppen partiell derivata och riktningsderivata och forklara varfor partiell
derivata kan betraktas som specialfall av riktningsderivata.

(b) Forklara varfor N = fi(a,b)i+ fa(a,b)j — k ger en normalvektor till en funktionsyta
z = f(x,y) i punkten (a,b, f(a,b)) och anvind denna observation foér att hirleda
tangentplanets ekvation.

(2p)

(4p)
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Godkéantdelen: del 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats(endast
losningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Skissa ytan S = {(z,y,2) € R®: 2% + 422 =4,0<y < 3} (3p)
Skiss:
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(b) LAt z vara en funktion av tva variabler sidan att z(x,y) = f(2®e¥), for nigon differentierbar

0 0
funktion f. Visa d& att z uppfyller den partiella differentialekvationen xa—; 38—; =0 (3p)

0 0 , .
Losning: Om z(x,y) = f(z3eY) sa ar a—z = f(z3e¥)32%e¥ och 872 = f(z3e¥)x3e? vilket
€ Y
insatt i differentialekvationens vénsterled ger att;

r— =3 =z (f'(z°¢¥)32%€¥) — 3 (f'(ze¥)2’e¥) = f'(z®e¥)z’e¥(3z — 3x) =0

(c) Ange Jacobimatrisen Df(x,y, z) till den funktion fran R3 till R? som ges av
f(z,y,2) = (zz, xsin (yz)). Berikna speciellt Df(2,0,1) och anviind bl.a.

denna matris foér att bestimma ett approximativt véirde pa £(2.1, 0.2, 0.9). (3p)
Su Sa fa z 0 T
Loésning: Vi har Df(z,y,2) = [ % %} % ] - [ sin (yz) xzcos(yz) wxycos(yz) }7
och speciellt d&r Df(2,0,1) = [ (1) g (2) ] , vilket ger oss att
2 1 0 2 0.1 2 -0.1 1.9
f(2.1,0.2,0.9)xf(2,0,1)+Df(2,0,1)dx=[O}Jr[o 5 0} _0(.)21 =[0]+[ 04 }:[0.4}

z 0 x

} , Df(2,0,1) = {

O =
N O
[l \V]
—_

£(2.1,0.2, 0.9) ~ (1.9,0.4)

2. Bestim storsta och minsta virde av funktionen f(z,y) = zy — x — 2y pa omradet
Q={(z,y) eR*: 0<y <5-27} (5p)

Losning: Eftersom funktionen f saknar singulariteter s maste extremvérdena antas antingen i
kritiska punkter i det inre av Q eller i punkter pa randen av €. Vi borjar med att bestimma ev.
kritiska punkter till f. Vi har;

Vi@,y)=H—-1)i+(r-2)j=0 & (z,y)=(2,1)

Den kritiska punkten (2,1) ligger pa randen av omradet sa det finns inga kritiska punkter i det
inre av . Vi undersoker sedan de tva randbitarna;

Ri:y=0,—V5<2<vV5 och Ry:y=5-22—V/5<z<b.

Ry : gi(x) = f(x,0) = —x antar sitt stérsta och minsta virde i dndpunkterna pa intervallet
—/5 < 2 < /5. Funktionsviirdena i dessa éndpunkter dr g;(—v/5) = v/5 resp. g1(v/5) = —V5

Ry : go(z) = f(2,5 —2%) = 2(5 — 2?) — 2 — 2(5 — 2?) = —23 + 222 + 42 — 10. Vi har g)(z) =
—3xl+dr+4=0&a2’-3r—3=0a=24,/5+5= 2i4<ﬁ>x72eller:c7—f Bada dessa

kritiska punkter till g, ligger i intervallet —/5 < 2 < /5 och funktionsvirdena i dessa punkter ar

Svar: Funktionens stoérsta och minsta vérde pa € &r \/5 resp — 310



TMAO043 Flervariabelanalys E2 2011-01-12

Anonym kod sid.nummer | Podng

Godkéantdelen: del 2

3. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats(endast
losningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Berikna kurvintegralen [ z*ds da C &r det rita linjestycket (dvs striickan) mellan punkterna
C
(0,1,1) och (1,1,0) i R®. (3p)

Losning: En riktningsvektor for linjen genom de givna punkterna &r (1,0, —1) sa striickan
mellan punkterna parametriseras avr =ti+j+ (1 —t)k , 0 <¢ < 1. Vi har r/(t) =i—k och

dirmed |r'(t)| = V2 sa
! 1,10 V2
/a:%ls:/ t%@dtzﬁ{tﬂ _ V2
c 0 3 1y 3

2
Svar: /:L‘2 ds = i
c 3

(b) Berikna volymen av den kropp (se figur) som begriinsas av paraboloiden z = z2? + y? samt
planen z =1 och z = 2.

Losning: Volymen av den kropp K som beskrivs i uppgiften ges av;

///K V= /12 (//Ogmyzgz dxdy) ds —
A I (0 Ty ey

Svar: 2 (volymenheter)

4. Lat C vara den positivt orienterade randen av triangelomradet D med hérn i (0,0),(2,0) och (1,1)
och 14t F vara vektorfiltet som ges av F(z,y) = (sinz + 3y2)i + (22 — e¥’)j (6p)
(a) Ar vektorfiltet F konservativt pa omradet D ? (motivera tydligt ditt svar)
Losning: Ett nodvindigt villkor for att ett vektorfialt F = Fyi+ Fbj skall vara konservativt
OF, 0F,

5~ on i hela omradet. Detta ar inte uppfyllt for vektorfiltet i
Y x

pa ett omrade &r att;
denna uppgift ty;

0 0
gy (T 307 =6y £2= 7 (20— )
sa vektorfiltet dr ej konservativt pa D.

Svar: Vektorfiltet dr ej konservativt pa D.
(b) Beriikna kurvintegralen fc Fedr med hjalp av Greens formel.

Losning: Greens formel ger att

oF, OF Ly
F.dr:// (—)dmd :/ (/ 2—06y)dx ) dy =
fé Ny v= | ; ( Y) Y
1 1 1
/ (2 —6y)(2 — 2y)dy = / (4 — 16y + 12y*)dy = [4y — 8y° + 4y3]0 =0
0 0

Svar: §, Fedr =0



5. Lat S vara den del av sfiren 22 + y2 +22=3darz >0, 2> 0

. (6p)
(a) Beskriv ytan S i sfiriska koordinater. i:..'...
T = psin¢cosf §$§=
Svar: I sfirsiska koordinater p, ¢, 0 sadana att ¢ y = psin¢sind $§ss
Z = pcos¢ ssgs
s& beskrivas S av att; p = /3,0 < ¢ < 5,—5 <0< 3

2
(b) Berékna ytintegralen / / zdS
s

Losning: Areaelementet pa en sfir med radie a #r dS = a?sin ¢ d¢df si om D #r omradet
0<¢<35,—5 <0< 5 i g0 —planet sa far vi att;

/2 /2
//zdS:// V3 cos ¢ 3sin ¢ dpdh = 3v/3 / cospsinpde | df =
S DHf—’T —/2 0

/2

1

3v/3r { sin? ¢] _ 3V3n
2 . 2



