Losningsforslag till tentamen
TMAO043 Flervariabelanalys E2

2011-08-27 kl. 8.30-12.30

Examinator: Johan Jonasson , Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Magnus Onnheim , telefon: 0703 088 304

Hjialpmedel: bifogat formelblad, ordlistan fran kurswebbsidan, ej riknedosa

For godként pa tentan krdvs antingen 25 podng pa godkantdelens tva delar ssmmanlagt, eller att bada delarna ar
godkénda var for sig. For godkéant pa del 1 krdvs minst 10 poéng, for godként pa del 2 kravs 13 poéng. Erhallen
poidng pa nagon av delarna far ersétta poing pa motsvarande del pa senare tentamen tills kursen ges nésta lasar.
For godként pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara godként. For betyg 4 eller 5 krdvs dessutom 33 resp. 42
podng sammanlagt pa tentamens alla delar.

Losningar lidggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan rittas och bedéms anonymt.
Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfdlle meddelas pa kur-
swebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkéntdelen, del 1
Uppgift 1 och 2 se nista blad

Godkéntdelen, del 2
Uppgift 3, 4 och 5 se blad 3

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poing fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan
poéng pa denna del rdknas in fér att na godkintgrinsen. Normalt krivs for poidng pa uppgift att man redovisat

en fullsténdig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

6. Visa att ekvationen zz? + ysinz = 1 implicit definierar en funktion z = f(z,y) i en
omgivning av punkten (1,0, 1). Bestdm ocksa tangentplanet till z = f(x,y) i (1,0,1).

Losning/Bevis: For att visa att ekvationen lokalt definierar en funktion z = f(z,y)
kan man t.ex. hdnvisa till Implicita funktionssatsen och fér att bestimma de partiella
derivatorna av f i punkten (1,0) (vilket direkt ger oss ekvationen for tangentplanet) kan
man derivera ekvationen implicit, sa som finns beskrivet i avsnitt 12.8. Se t.ex. 16sningarna
till tentamensuppgift 5 pa tentan den 28 augusti 2009. Lat oss hir istéllet ge foljande
alternativa 16sning/argumentation:

Ekvationen zz? +ysin z = 1 beskriver en nivayta till F(x,y, z) = z2% +ysin z. Gradienten
till 1 (1,0,1) ger en normalvektor till nivaytan i (1,0,1). Vi har VF(z,y, z) = 2xzi +
sin zj + (2% + ycos z)k och didrmed VF(1,0,1) = 2i +sin1j + k, s& N = (2,sin1,1) #r en
normalvektor till nivaytan i (1,0, 1). Eftersom denna normalvektor inte dr vinkelrit mot z-
axeln (vilket motsvarar villkoret F5(1,0,1) # 0 i Implicita funktionssatsen) sa kan vi lokalt
kring (1,0, 1) betrakta nivaytan som en funktionsyta z = f(x,y), fér nagon funktion f.
Eftersom N ocksa dr en normalvektor till tangentplanet i (1,0,1) sa ges tangentplanets
ekvation av

Ne(z-1,y—0,2—1)=0 & 2(z—1)+sinl-y+2—-1=0 & z2=3—-2r—sinl-y

Svar: z =3 — 2z —sinl -y



7. Bestéam filtlinjerna till vektorfiltet F = V¢, dir ¢(z,y) = z?y. Skissa ocksad pa nagra

faltlinjer tillsammans med nagra pilar som illustrerar vektorfiltet F', samt nagra nivakurvor
till ¢. Av figuren skall det tydligt framga vilka samband som géller mellan f#ltlinjerna,
vektorfiltspilarna och nivakurvorna.

Losning: Faltlinjerna uppfyller differentialekvationen

dx dy dx dy
= & — = — & xdr =2ydy
®1 (JI, y) b2 (.T, y) 2y 2

Integration av bada led ger %x2 = 42 + C. Filtlinjerna ges alltsa av hyperbler av typen
%x2 —y? = C. Vidare har vi att ¢(z,y) = C & y = x% sa nivakurvorna till ¢ ges av
funktionskurvor av typen y = :B% Det bor framga av en skiss att filtlinjerna till vektorfiltet
F skir vinkelrdtt genom nivakurvorna till potentialen ¢. Vidare bor det framga av skissen

att vektorfiltspilarna tangerar filtlinjerna.

Svar: Féltlinjerna till F ges av %wQ —y?=0C.

(a) Definiera begreppen partiell derivata och riktningsderivata och forklara varfor partiell
derivata kan betraktas som specialfall av riktningsderivata.

(b) Forklara varfor N = fi(a,b)i+ fa(a,b)j — k ger en normalvektor till en funktionsyta
z = f(x,y) 1 punkten (a,b, f(a,b)) och anvind denna observation foér att hirleda
tangentplanets ekvation.

Lycka till!
Johan Jonasson
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Godkéantdelen: del 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 1osningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats(endast
losningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Lat z vara en funktion av tva variabler sadan att z(x,y) = f(xy?), for nagon differentierbar

0 0
funktion f. Visa da att z uppfyller den partiella differentialekvationen 2968—2 — ya—z =0. (3p)
€z Y

0] 0

Loésning: Om z(x,y) = f(xy?) sa &r a—z = f'(zy*)y? och 8—2 = f'(zy*)2zy vilket insatt i
€T Y

differentialekvationens vinsterled ger att;

0z 0z ,
i v 22 f'(xy® )y — yf' (xy®)2zy = f'(z%e¥)(2xy® — 22°) = 0

(b) Ange pa formen r(t) = (t)i+ y(t)j + z(t)k en parametrisering av strickan mellan punkterna
(—1,1,0) och (2, —3,2). (3p)

Losning: Punkterna pa strickan beskrivs av ¢(—1,1,0) + (1 — ¢)(2,-3,2) dvs (2 — 3t,4t —
3,2-2t), for 0< ¢ < 1.

Svar: En parametrisering ges av r(t) = (2 —3t)i+ (4t —3)j+ (2—-20)k, 0 <t < 1

3
(¢) Visa att P = (1, 5) ar en kritisk punkt till funktionen f(z,y) = 2y* — 22%y + 22 — 25y
och avgor om funktionen f antar ett lokalt max eller min i P, eller om P &r en sadelpunkt. (3p)

Lésning: Vi har fi(r,y) = —4ay + 622 och fo(x,y) = 8y> — 222 — 25 och speciellt ir
f1(1,3)=—4-2+6=00ch fo(1,3) =8-(3) —2—25 =0, vilket visar att P = (1, 2) &r en
kritisk punkt till f.
For att bestimma punktens karaktéir studerar vi Hessianen av f i punkten. Vi far att;
| My + 122 —4x C 3, | 6 —4

H(r,y) = e 22 och speciellt dr (1, 5) = { 4 54 ]
Matrisen #°(—32, 3) &r positivt definit ty det(#(—3,3)) > 0och f11(1,3) >0sa P =(1,3)
dr en minpunkt.

Svar: f antar ett minimum i P.

Till féljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

2. Anvdnd Lagrange multiplikatormetod for att bestdmma det kortaste avstandet mellan punkten (5p)

(0,2) och kurvan y = 22

Lésning: Avstandet fran en godtycklig punkt (x,y) (pa kurvan) till punkten (0, 2) ges av d(z,y) =
V22 + (y — 2)2. Detta avstand &r som minst precis d& kvadraten pa avstandet (dvs. 22 + (y — 2)?)
dr som minst. For att gora kalkylerna lite enklare bestimmer vi déirfor minsta virdet pa =2 +
(y — 2)? (méalfunktionen) under forutsittning att y = 22 (bivillkor). Lagrangfunktionen for detta
optimeringsproblem ir L(z,y, \) = 22 + (y — 2)? + A(y — 2?). Kandidater pa punkter dir minimum
kan finnas far vi genom att bestdmma de kritiska punkterna till L(z,y, \);

2% — A2z = 0 z=0 x:i\/g
VL(z,y,A) =0 <& 2—2)+A=0 <& y=20 eller _3
2 Y¥=3
y—a =0 A=14 A=1

Avstandet mellan (0,2) och (0,0) &r 2 och avstandet mellan (0,2) och (/3,3) &r g

Det dr ocksa uppenbart att det verkligen finns ett minsta avstand, sa vi konstaterar att;

Svar: kortaste avstandet ar ?
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Godkéantdelen: del 2

3. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats(endast
losningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Lat S vara den del av cylindern 22 + 32 = 2 diir y > 0 och —1 < z < 1. Bestim en
parametrisering av S. (3p)

Lésning: Cylinderbiten beskrivs naturligt i de cylindriska koordinaterna (r, 0, z) vars sam-
band till de Cartesiska koordinaterna (z,y, z) ges av

r =rcosf
y =rsinf
z=2z

S #r den del av cylindern dir 7 = v/2,0 <6 < 7w och -1 < 2z < 1.

Svar: Ytbiten S parametriseras av r = V2 cos i + ﬁsin@j 4+ zk, dar 0 < 0 < 7 och
-1 <2z<1.

b) Berikna medelvirdet av funktionen f(x,7y) = z? +y? 6ver triangeln 0 < z < 2,0 <y < 2—z.
Y Y g Y (3p)

- 1
Losning: Medelvirdet ges av f = 7/ f(z,y)dzdy , dir T betecknar triangeln.
arean av 1" Jp

Arean av triangeln dr 2 och

/fxydxdy—/ (/02wx +1?) y>dx—/02{x2y+;y3]zmdx—
:/j(m%2—x 3>dx:[

Svar: Medelviirdet #r f = %

Till foljande uppgifter skall fullstindiga 16sningar redovisas pa separata skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

4. Beriikna flodet av F(z,y, 2) = zi + 2yj + (22 + y)k ut ur omradet D : 22 +y? <22, 0<2<1 (6p)

Losning: Gauss formel ger att;

Flodet av F ut ur D = // F.NdS = /// divFdV = /// (14 2+ 2z)dzdydz =
oD
14" 1. 3
/ (// (3+22)dzdy)dz—/(3+22)7rz dzw[z + = } =n1(l+=)==7
2y o 2° |, 2/ 72

Svar: Flodet ar gw

5. Berdkna kurvintegralen / Fedr dir C ar skdrningen mellan den elliptiska cylindern % + yz =1

och planet z = x, och déar

(a) F(z,y,2) = y?2% + 22y23j + 3zy?2%k (3p)
Losning: Vektorfiltet dr konservativt ty;
i j k
curlF = % 3% 8% = (6zyz%—6xy22)i—(3y°22 =332 22)j+ 2y 292> )k = 0
Y222 2xyzd  3xy?2?

och kurvan C &r sluten sa kurvintegralen blir 0.

Svar: /Fodr =0
C



(b) F(z,y,2) =yi+ 2z — 2)j — 2yk

8F2 aFl
2 9y 1=21
Ox 7 oy
beror pa den vig vi integrerar éver. For att berékna integralen kan vi parametrisera kurvan
med r(f) = 6cosbi+ 2sinfj+ 6cosfk , 0 < 6 < 27, vilket ger oss;

Losning: Vektorféltet dr inte konservativt ty t.ex. &r , sa kurvintegralen

2m 27 27
/ Fedr = / F(r(t))sr'(t)dt = / (—12 sin? 0 4 12 cos? # + 24 sin® 0) df = / 12d6 = 24n
c 0 0 0

Svar: /F-dr = 247
C



