Tentamen
TMAO043 Flervariabelanalys E2

2011-10-20 kl. 8.30-12.30

Examinator: Johan Jonasson, Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Richard Léarkéng , telefon: 0703 088 304

Hjalpmedel: bifogat formelblad, ordlistan fran kurswebbsidan, ej riknedosa

For godkdnt pa tentan kravs antingen 25 poéng pa godkintdelens tva delar sammanlagt, eller att bada delarna ar
godkénda var for sig. For godkédnt pa del 1 kridvs minst 10 poéng, for godként pa del 2 krdvs 13 poéng. Erhallen
poéng pa nagon av delarna far ersitta poing pa motsvarande del pa senare tentamen tills kursen ges nésta ldsar.
For godkéant pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara godként. For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 33 resp. 42
poing sammanlagt pa tentamens alla delar.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan rittas och bedéms anonymt.
Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfdlle meddelas pa kur-
swebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkéntdelen, del 1
Uppgift 1 och 2 se niista blad

Godkintdelen, del 2
Uppgift 3, 4 och 5 se blad 3

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéing fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan
poédng pa denna del riknas in for att na godkéntgriansen. Normalt krivs for podng pa uppgift att man redovisat

en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

6. Berdkna flodet av F = zxi + 2yj + 3zk ut ur den kropp som begrinsas av paraboloiden
2z = 22 +y? och planet z =1 +z + ¥. (6p)

Lésning: Enligt Gauss divergenssats ges utflddet ur den angivna kroppen, R, av [[/ r VeFdV.
Eftersom VeF = 6 blir utflodet 6vol(R). Kroppen R ges av (22 +9%)/2 <z <1+z+y,
vilken i wy-planet begrinsas av kurvan som ges av x + 2 + y% = 2(1 + z + y). Detta blir
efter lite arbete och anvéindande av kvadreringsregeln

(r=1+(y—1)° =4

dvs en cirkel av radie centrerad i (1,1). Lat D vara cirkelskivan som innesluts av denna
cirkel. Vi har

.%'2 2
6vol(R) :6//D(1+x+y— Ty = 3//]3(4— (2 — 12 — (y — 1)) dady

2w 2
= 3/ / (4 — r?)drdf = 247.
o Jo



7. Lat f(z,y) =

1T 5 Visa att lim f(z, kr) existerar och ir lika for alla reella tal & men
= +y z—0

att f(x,y) trots det saknar griansvirde i origo. (6p)
L&sning. Vi har att

ka? kx
fla ko) = — T k222 224 k2

som gar mot 0/k% = 0. A andra sidan &r f(z,22) = 1/2.

8. Lat g(x,y) = 0 beskriva en glatt kurva och f(z,y) en glatt funktion. Antag vidare att
(xo,y0) &r en extrempunkt till f(z,y) under bivillkoret g(z,y) = 0. Forklara varfor det
maste finnas ett tal Ao sadant att (xo,yo, Ag) dr en kritisk punkt till Lagrangefunktionen

L(xa% >‘) = f(x,y) + )‘g(xvy)' (6p)

Loésning. Eftersom (xg,yo) dr en extrempunkt till f(z,y) under g(x,y) = 0, har vi att
D, f(zg,y0) = 0 for v i kurvans riktning. Men

Dy f(x0,y0) = v*V f(x0,0) = 0

betyder ju att V f(zo,yo) dr vinkelrdt mot v, dvs parallell med Vg(zo, o), dvs det finns
ett tal \g sadant att V f(z0,y0) + AoVg(zo,y0) = 0. Detta &r just det vi ville visa.

Lycka till!
Johan Jonasson
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Godkéantdelen: del 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 1osningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats(endast
losningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Bestim och skissa definitionsmiingden till funktionen f(x,y) = In (3 — xy) och visa att origo (3p)
dr en kritisk punkt till f(z,y).

Losning: Definitionsméngden ges av {(z,y) : y < 3}, dvs omradet mellan de tva delarna
(svarande mot = < 0 respektive x > 0) av grafen y = 3/x. Att origo dr en kritisk punkt ser
viav att fi = —y/(3 — zy) och fo = —x/(3 — xy) som bada &r 0 i origo.

(b) Bestiam Taylorpolynomet av grad 2 till f(x,y) = e*~2Y i punkten (2,1). (3p)

Losning: Vihar f = f1 = f11 = €%, fo = fio = —2e" "2 och fay = 4€*~?Y. I punkten
(2,1) blir dessa 1, -2, respektive 4, varfor Taylorpolynomet blir

1
Py, = 1+h—2k+§(h2 — 2hk + 4k?)
didr h = x — 2 och k = y — 1. Alternativt kan man alltsa skriva detta som
_ o) _ 1 2 -~ _ 12
Po=1+4(x—-2)—2(y 1)+2 (x—2)"=2x-2)(y—1)+4@y—1)°).

(¢) Bestdm lingden av kurvan r = $¢3i + ¢%j + 2tk mellan punkterna (0,0, 0) och (9,9, 6). (3p)

Losning: Langden ar

3 3 3
/ |t/ (t)|dt = / t4+ 42 + At dt = / (t? 4 2)dt = 15.
0 0 0

Till féljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

2. Anvind Lagrange multiplikatormetod for att bestimma det storsta virde som funktionen
f(x,y) = 2%y antar pa cirkeln med centrum i origo och radie 3. (5p)

Losning: Vi ska maximera x?y under bivillkoret 22 + 32 = 9. Lagrangefunktionen blir L(z,y, \) =
2%y + M2 + y? — 9). Siitt gradienten till noll och fa

2ey + 22N = 0
2?2 4+ 2y =0
22+92-9 = 0

Uttryck 1 leder till 2 = 0, som ger A = 0 och y = *3, eller 22 = 2y?, som i sin tur ger y> = 3 och
22 =6, dvs (z,y) = (£v6, £V/3). Prévning ger att storsta viirdet erhalls da = +1/6 och y = v/3
och blir 64/3.
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Godkéantdelen: del 2

3. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats(endast
losningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Beriikna dubbelintegralen / / ydrdy da D &r det omrade i xy-planet som begridnsas av (3p)
D

parabeln y = 22 och linjen y = 1.

//Dydxdy/ll(/wzydy)dx /11(1x4)d;c

Lo6sning:

(b) Beriikna massan av den kropp K som ges av 1 < 22 + 4% + 22 < 4,2 > 0 och som bestéar av
ett material med densiteten 6(z,y, z) = z (Tips: sférisk substitution) (3p)

Losning: Kroppen K &r den &vre halvan av klotet av radie 2 centrerat i origo minus den
ovre halvan av klotet av radie 1. Massan &r

27 pm/2 P2
/// zdxdydz = / / / pcos ¢p? sin ¢ dpdgpdd
K o Jo 1

r 157

7r/2|:1 4
1 4

04p

w/2 2 1
= 277/ cos¢sin¢d¢/ pldp = 277[7 sin? gb}
0 1 2

Till foljande uppgifter skall fullstindiga 16sningar redovisas pa separata skrivpapper.
Motivera och forklara si vil du kan.

4. Betrakta filtet F = 2%yi + xj och 1t C vara randkurvan till rektangeln med hérn i (0,0), (2,0),
(2,1),(0,1) orienterad moturs. Beréikna kurvintegralen [, Fedr genom att (6p)

(a) parametrisera randbitarna och utga fran definitionen av kurvintegral.

Lésning: Med bérjan pa rektangelns nedre sida parametriseras de fyra sidorna av r(t) =
(2t,0), r(t) = (2,t), r(t) = (2—2t,1) och r(t) = (0,1 —¢) dér i samtliga fall 0 < ¢ < 1. Vi har

/Fodr:/nydz+ccdy
c C

som &r noll pa sida 1 och 4, fol 2dt = 2 pa sida 2 och —2 f01(2 — 2t)%dt = —8/3 pa sida 3.

Alltsa ar
8 2

Fedr=2—- - =——.
/C 3 3

(b) anvénda Greens sats.

Losning:
1,2 1,2
oFy OF
/F-dr:/ / (—2——1>dxdy:/ / (1 — 2?)dzdy
c o Jo \Oz y 0o Jo
142 2
o [m—gx ]0__5'
5. Betrakta F = 2yi + 2xj + zk och lat S vara den del av funktionsytan z = xy som ligger inuti
cylindern 22 +y? < 4 (6p)

(a) Bestdm en parametrisering av S
Losning: r(u,v) = (u, v, uv), u? + v? < 4.

(b) Berikna flodet av F upp genom ytan S.



Lésning: Lat S vara funktionsytan och 1at D = {(u,v) : u? 4+ v? < 4}. Vi soker // F.Nds.
s
Det géller att

//F-NdS—*// F- 6r dudv—( )// (2, 2u, uv) —u, 1) dudv
2m
://( —20% + w)dudv = — // 2u? 4 202 dudv——Q/ /rdrd@
D

- —477[4 }O——167r

dér den fjirde likheten foljer av symmetri.



