MATEMATIK Hjilpmedel: bifogat formelblad, ordlistan fran kurswebbsidan, ej riknedosa
Chalmers tekniska hogskola Datum: 090828 kl. 14.00 - 18.00
Tentamen Telefonvakt: David Heintz

Telefon: 0762-721861

Loésningsférslag till TMA043/MVE085

Tentan riattas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlam-
nade papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan kridvs 25 podng pa tentamens forsta del (godkintdelen) Bonuspoéng fran duggor 08/09
riknas med, men maximal poing pa denna del dr 32. Foér godkint pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara
godként. For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 33 resp. 42 podng sammanlagt pa tentamens tva delar.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Resultat meddelas via Ladok ca.

tre veckor efter tentamenstillfidllet. Granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket losningar och svar skall skrivas. Losgor
bladet och ldmna in det som blad 1 tillsammans med 6vriga l6sningar.

Till foljande uppgifter skall fullstindiga l6sningar inlimnas. Endast svar ger inga poing.
Motivera och forklara sa vl du kan.

2. (a) Skissa i zy-planet pa den kurva C som ges av parametriseringen

{$—t2+1

<t<
g 0=t

Lo6sning:

(b) Visa att vektorfiltet F = (2 + y)i + (x + 1)j ér konservativt i R? och bestim en
potential till F

Loésning/Bevis: Vektorfiltet F &r konservativt i R? om det finns en potential till
vektorfiltet i R? dvs. om det finns en reelviird funktion ¢(x,y) sadan attF = V¢, for
alla (z,y) € R2. Vi sker alltsa ¢ som uppfyller;

g—‘f =x+vy (ekv.l)

% =z+1 (ekv.2)

2

Den forsta ekvationen ger ¢ = % + zy + g(y), for nagon funktion g av en varia-

bel. Insittning i den andra ekvationen ger sedan; x +¢'(y) =2+ 1= ¢'(y) =1 =
9(y) = y+C, for nagon konstant C. Saledes &r ¢(x,y) = %—Hny—i—y en potential till F'.

Svar: ¢(z,y) = % + xy + y dr en potential till F

(3p)



()

Berékna det arbete / Fedr som kraftfiltet F i deluppgift (b) utfér pa en partikel
C
som rér sig lings kurvan i deluppgift (a) fran (1, —1) till (2,0)

Lésning: Eftersom vii (b) bestdmt en potential till vektorfiltet sa berdknar vi enklast

-3 7
arbetet m.h.a. denna potential enl. /F-dr =¢(2,0) — p(1,-1) =2 — 5 =3
c

Alternativt kan vi beriikna integralen [ Fedr m.h.a. parametriseringen i (a) enl.
c

1
_ _ 2 2 _
/CF-dr —/C(:U+y)da:+(:n+l)dy—/0 (267 -2t + (2 + 2)21) dt

1 1
:/ (6t3+4t)dt:[gt4+2t2} .
0

0 2 2
7
Svar: /F-dr = —
c 2

Vilken typ av andragradsyta beskrivs av parametriseringen
x =rcosf
y=rsingd ,r>0,0<60<2m
z =12

Losning: Observera att 22 + y? = r? cos?6 + 2 sin?0 = r? = 2, sa parametriseringen
beskriver punkter pa paraboloiden z = z? + 12

Svar: En paraboloid

Avgor om hastighetsféltet F = (x+y)i+ (y—x)j—2zk dr virvelfritt och/eller kéllfritt
i R?

Loésning: Ett hastighetsfilt ségs vara virvelfritt om curl F = 0. I detta fall har vi;

i j k
curl F = VXF = 8% 8% % =
rT+y y—xr —2z
9 9 el 9 9 9
= Oy 0z oz 0z i+ oz dy k=-2k=+£0
'y—x —2z r+y —2z2 J T+y y—= 7
=0 =0 =—2

sa F dr inte virvelfritt. Vidare ségs ett vektorfilt vara kéllfritt om divF = 0. I detta
fall har vi;

0 0 0
iVF=VeF=—(ax+y)+—vy—2)+—(-22)=14+1—-2=
div o (x+y) 3y (y — ) P (—22) 0

sa F ar kallfritt i hela R?

Svar: F ar kallfritt men ej virvelfritt

Beriikna flodet [[; FeNdS av hastighetsfiltet i deluppgift (b) nedat (dvs. i negativ
z-led) genom den del S av ytan i deluppgift (a) ddr 0 < r <1

Lésning: Om vi betraktar ytan i (a) som funktionsyta till funktionen f(z,y) = z2+%?
s, 4r;
. 0 0
NdS =+ —fi+—fj—k = +(22i + 2yj — k)
ox oy

(2p)

(1p)

(3p)



Eftersom flodet nedat genom ytan soks, sa véljer vi tecken s att normalvektorer-
na far negativ z-koordinat. Flodet berdknas sedan genom att integrera FeINdS Gver
parameteromradet D : 2% + 42 < 1 och &verga till polira koordinater;

FeNdS = [ [ ((@+y)20 + (y - 2)2y — (~2(” + 7)) dady =
Jfras =,

1 2w
= // (4(:U2 + y2)) dxdy = // 4 (;1?2 + y2) dxdy = / / 472 rdfdr = 27 [7“4](1] =27
D D 0o Jo

Alternativ 16sning 1: Med parametriseringen r = r(r, ) fran (a) sa &r;

i j k
cosf sin@  2r | = —2r?cosbi — 2r?sinfj + rk
—rsinf rcosf 0

o o
or 00

Eftersom normalvektorerna % X g—g ar uppatriktade (ty z koordinaten dr positiv) och

vi soker flodet nedat genom ytan (i negativ z-led) sa byter vi tecken och far att;

NdS = —? X %drd& = (2r? cos 0i + 2r” sin 6j — rk) drdf
T

Flodet beriknas sedan genom att integrera F.NdS over parameteromradet
D:0<r<1,0<6<2m

// F.NdS = // ((rcosf + rsin 6)2r? cos § + (rsin@ — r cos 8)2r? sin  + 27“3) drdf =
S D

1 27 1
= / / 4r3dhdr = 2 [7“4]0 =27
0 0

Alternativ 16sning 2: Uppgiften 16ses enklast m.h.a. Gauss sats. Cirkelskivan Sy :
22 +9% <1,z = 1 och S utgor tillsammans begéinsningsytan till kroppen K : 22412 <
z <1, sa enligt Gauss sats &ar

/ / F.NdS = / / / div Fdzdydz — / / F.NdS
S K So

om vi viilljer N som de utatriktade enhetsnormalerna. Eftersom hastighetsfiltet &r
kallfritt och N = k pa Sy sa far vi att;

// F.NdS = — // (—2z)dS = 2// dS = 2 - arean av cirkelskivan Sg = 27
S So So

Svar: [ F.NdS = 27
4. Finn och klassificera de kritiska punkterna till funktionen f(x,y) = zy e~ (@72
2 2
e B y(1 —a2)e@Hv)/2 = y(1—z2) = 0
Lésning: Vf(z,y) =0 < { (1 — y2)e_(”32+y2)/2 _ 0 2(1—g?) = 0
En 16sning &r uppenbarligen x = y = 0. Om y # 0 sa foljer det ur den forsta ekvationen

att x = =£1, vilket insatt i den andra ekvationen ger y = £1. Totalt far vi alltsa de fem
kritiska punkterna (0,0), (1,1),(1,—1),(—=1,1) och (=1, —1).

For att avgora karaktiren pa de kritiska punkterna sa undersoker vi Hessianen i respektive
punkt. Hessianen till f(z,y) &ar

‘%(xvy) = [ % gix‘g ] = e_(w2+y2)/2 |: (72‘Ty - Cﬂy(l — 132)) (]_ — xQ — y2(1 _ 1:2))

giyg giy{ (1—a2?—y*(1-2?) (—2zy—azy(l—y?))



(0,0) = [ (1) (1) ] ar indefinit ty det(2#(0,0)) = —1 < 0, sa (0,0) &r en sadelpunkt.
H(1,1) =e 1 [ _02 9 } Ar negativt definit ty det(#(1,1)) = 4e=2 > 0 och f11(1,1) =

—2e¢71 < 0, sa f har ett lokalt maximum i (1,1).

Eftersom Hessianen i punkten (—1, —1) #r samma som i punkten (1, 1) sa har f ett lokalt
maximum &ven i (—1,—1).

H(1,—1)=e ! [ g g ] ar positivt definit ty det((1,—1)) = 4e=2 > 0 och f11(1,1) =
2e71 > 0, s& f har ett lokalt minimum i (1,—1).

Eftersom Hessianen i punkten (—1, 1) #r samma som i punkten (1, —1) sa har f ett lokalt
minimum &ven i (—1,1).

Svar: Funktionens kritiska punkter &r (0,0), (1,1), (1,—1),(—1,1) och (—1,—1). Funktio-
nen har en sadelpunkt i (0, 0), lokalt maximum i (1,1) och (-1, —1), samt lokalt minimum
i(1,-1) och (—-1,1).

Del 2: Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poing fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan
poéng pa denna del ridknas in fér att na godkintgrinsen. Normalt krivs for poidng pa uppgift att man redovisat

en fullstéandig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

5. Visa att ekvationen cos (x — y + z) = yInx + 2 implicit definierar en funktion z = f(z,y) i
en omgivning av punkten (1,2,1). Bestim sedan Taylorpolynomet av férsta ordningen till
f(z,y) i punkten (1,2).

Lésning/Bevis: Sétt F(x,y,2) =cos(x —y + 2) —ylnz — z. Vi har

Fy(2,y,2) = —sin(z —y + 2) - 1

och speciellt dr F5(1,2,1) = —1 # 0, sa det foljer av Implicita funktionssatsen att ekvatio-
nen F(z,y,z) = 0 implicit definierar en funktion z = f(x,y) i en omgivning av punkten
(1,2,1). Vidare kan vi berékna de partiella derivatorna av f genom implicit derivering av
ekvationen F'(x,y, f(x,y)) = 0. Deriverar vi bada led m.a.p. = sa far vi

F1($, Y, f(l‘a y))
F3(xa Y, f(xa y))

Fl(x,y,f(x,y)) +F3(x,y,f(x,y))f1(x,y) =0« fl(xvy) ==

Vi har

Fl(x,y,z):—sin(x—y—i—z)—%

och speciellt &r Fy(1,2,1) = —2, s f1(1,2) = —28373 ——=2__9

Genom att derivera bada led i ekvationen F(z,y, f(x,y)) = 0 m.a.p. y sa far vi pa liknande
satt att;
FQ(‘T’ Y, f(.’E, y))

@, y) =  F(z,y, f(2,y))

Vi har
Fy(z,y,z) =sin(zr —y+2) —Inz

och speciellt dr F»(1,2,1) =0, sa f2(1,2) = —?;833 =0

(6p)



Taylorpolynomet av forsta ordningen till f(x,y) i punkten (1,2) &r dérfor pi(z,y) =
f(laQ) + f1(1,2)(1‘ - 1) + f2(172)(y - 2) =1- 2('7" - 1) =32z

Svar: Taylorpolynomet ar 3 — 2z

. Avgor om foljande ekvationssytem har nagon losning;

P +3r+y>3+3y=4
222 + 292 =1

(Tips: undersok storsta och minsta viirde av funktionen 22 + 3z + %> + 3y under bivillkoret
272 +2y? = 1)

Losning: Lat oss undersoka storsta och minsta virde av funktionen f(x,y) = 2% + 3z +
y3 + 3y under bivillkoret g(z,y) = 1, dér g(x, y) = 222+ 2y>. Eftersom bivillkoret beskriver
en sluten kurva (en cirkel) i R? s kan vi direkt siiga att det atminstone finns ett storsta
och ett minsta viéirde. Dessa viirden antas i punkter (x,y) for vilket det finns nagot A\ sadan
att (x,y,\) dr en kritisk punkt till Lagrangefunktionen L(x,y, A) = f(z,y) + Ag(z,y). Vi
soker darfor 16sningarna pa féljande ekvationssystem;

322+3 = X2z (ekv.l)

32 +3 = X2y (ekv.2)

?+y? = (ekv.3)
Om vi dels subtraherar andra ekvationen fran den forsta, dels adderar de tva ekvationerna
sa far vi

3(z° —y*) = A2(z — y) 3z —y)(z+y) =2z —y)
3(x? +y)+6:)\2(m+y) & 3 5+6=X2(z+y) &
22yt =1 22ty =

T=y 3x+y)=2\ z#y

3-3+6=XMz eller 3-3+46=3(z+y)?

207 =1 4yt =3

Ekvationen z? 4+ y? = 1 medfor att bade |z| < \lf och |y| < f Saledes ar (z + y)?
(Jz] + |y))? < 2. Alltsd har det andra av de tva alternativa systemen ovan ingen reell
16sning.

Det forsta av dem har lésningarna z = y = il Det finns alltsa tva kritiska punkter
till Lagrangefunktionen: (z,y) = +(3,3) (d& vi bortser fran A). Vi har f(3,3) = 2

och f(—%7 —%) = 143, sé f antar endast virden mellan —13 och 13, under bivillkoret

g(z,y) = 1. Speciellt antar f aldrig vérdet 4 under bivillkoret, vilket alltsa innebér att
ekvationssystemet i uppgiften saknar l6sning.

Svar: Ekvationssystemet saknar 16sning

. Visa att foljande identiteter géaller for alla glatta vektorfilt F = iFy + jF> + kF3 och
funktioner ¢(x,y, z) (som vanligt &r V nablaoperatorn ia% + ja% + k% och symbolerna, o
och x betecknar skaldrprodukt resp. vektorprodukt).

(a) Veo(VXF)=0
Bevis: Se Sats 16.2.3g, sid 859, med bevis pa sid 860.
(b) Vx(V¢)=0
Bevis: Se Sats 16.2.3h, sid 859. Bevis finns ej i boken men verifieras enkelt;

i j k
x(Vo) = | % a% Z | = (d32 — d23)i— (d31 — 613)J + (d21 — 12) k = 0
¢ ¢2 ¢3 =0 =0 =0

(6p)



Anonym kod Losningsforslag till TMA043/MVE085 090828 sid.nummer | Poing
1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad
plats (endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
(a) Bestidm gradienten till funktionen f(x,y) = xy? i punkten p = (2,5). Bestam ocksa (2p)
riktningsderivatan av funktionen f i punkten p och i riktningen v = 31 -z J
Lésning: Vi har Vf(x,y) = fi(z,y)i+ fo(z,v)j = y?i + 22yj
och speciellt dr V f(2,5) = 25i + 20j.
. : . 75 80
Vidare har vi att Dy f(5,2) = Vf(5,2)sv = (25i + 20j)s(3i — 3j) = 2 - ¥ = -1
Svar: Gradienten av f i p ar 25i + 20j och riktningsderivatan i rlktmngen v ar —1
0 0? . : )
(b) Uttryck %f@x + y,xy) och wf(Zw + y,xy) i de partiella derivatorna av f (3p)
Lésning: Sétt u(x,y) = 2z + y och v(x y) = xy. Kedjeregeln ger att;
0 ou
%f(u,v) = fl(u,v)(9 + fo(u,v)— 8:1@ = 2f1(u,v) +yfa(u,v) och en derivering till ger
0? o (0 0 0
500 = 5 (3£ = o @A) +ufa(ue) = 5 @)+
+a(9m (yfa(u,v)) = 2f11(uﬂ))gz + 2{12(%?))22 + yfa(u, v)gz + yf%(“;”)?i =
4 f11(u, v)+2y for (u, v)+2y fr2(u, v) +y° faa(u, v) = 4 f11(u, v)+4y fra(u, v)+y° faz(u, v)
0
Svar: o f(2x +y,2y) = 2f1(22 +y,2y) + yf2(22 +y,2y) och
82
a2 (2x Ty 2y) = 4fu 2z +y, 2y) + Ay fn (22 +y, 2y) + Y fa2(2z + y, wy)
(c) Bestdm differentialen df av funktionen f(z,y) = sin(2z —y) i punkten (1,2) och (3p)
anvand differentialen for att berdkna f(1.1,1.9) approximativt.
Losning: df = de + gfdy = 2cos (2x — y)dz — cos (2z — y)dy.
Y
Speciellt i punkten (1,2) ar df = 2dx — dy , och med dz = 0.1,dy = —0.1 far vi att;
FL1,1.9) = f(1,2) + Af ~ f(1,2) +df =0+2-0.1— (=0.1) = 0.3
Svar: df = 2dx — dy och f(1.1,1.9) =~ 0.3
(d) Berikna den generaliserade dubbelintegralen / / % dzxdy, dar T ar triangelomradet (3p)
T x
med horn i (0,0), (0,1) och (1,1).
Lo6sning:
/ / YOy Vi) Ly 4 572 '
dxdy—/ (/ dx)dy—/ 2 dy:/Qy dy:[y } = -
o \Jo vz : 0 5 0
Alternatlvt;
1 1 1 271 1 3/2
Y 1 |y 1 z
// xy/()(/xﬁ’y)”/()ﬁ[?]xx/o(zﬁ 2)”5
1
z5/? 1
“Jr Ve 5 0
(e) Beriikna volymen av omradet 2 som beskrivas av olikheterna z > /22 4+ y? och (3p)

a? + y? + 22 < 4, genom att beréikna [ [, dedydz med hjlp av sfirisk substition.

Lo6sning:
x = rsin ¢ cosf

2 /4 p2m
Sfarisk substition ¢ y = rsin¢sinf ger att; / / dxdydz = / / / r? sin ¢ dfdddr =
Q 0Jo Jo

Z =1Ccos¢

- EK[ cos i/ 15" = 15" (1= 5)

167 1
Svar: Volymen ar — (1 — —
Y 3 < ﬁ)



