
TMA043 Flervariabelanalys E2, ht 2011

Vecko–PM läsvecka 6

Calculus: 16.1 - 16.5

I kapitel 16 skall vi g̊a vidare med v̊ara studier av vektorfält. Vi kommer bl.a. bekanta oss
med n̊agra viktiga differentialoperatorer p̊a vektorfält; div (divergensen) och curl (rotatio-
nen). Även nabla-operatorn ∇ = i ∂

∂x
+ j ∂

∂y
+ k ∂

∂z
som vi stötte p̊a redan i kapitel 12 spelar

en viktig roll. Avsnitt 16.1 handlar mycket om vilken information som div F och curl F ger
om ett vektorfält F. Man kan säga att div F(x, y, z) ger uttryck för hur mycket vektorfältet
verkar ut fr̊an (eller in mot) punkten P = (x, y, z). Om vektorfältet representerar ett flöde
s̊a kan man tänka p̊a div F(x, y, z) som källstyrkan i punkten P dvs. hur mycket av flödet
(t.ex. gas, radioaktivitet eller dyl) som ”skapas/produceras” i punkten. Antag t.ex. att vi
studerar flödet genom en sluten yta (t.ex. en sfär). Om det flödar mer ut ur omr̊adet (som
ytan begränsar) än in s̊a m̊aste det ju p̊a n̊agot sätt produceras/skapas flöde inuti omr̊adet
dvs. finnas punkter där div F > 0. Om det inte sker n̊agon källproduktion alls dvs. om
div F ≡ 0 s̊a sägs vektorfältet vara källfritt. Den andra viktiga operationen curl F i detta
kapitel ger istället uttryck för vektorfältets tendens att virvla/rotera i en omgivning av P .
Till skillnad mot div F (som ger ett värde) s̊a ger curl F en vektor i varje punkt. Riktnin-
gen p̊a vektorn anger den axel kring vilket vektorfältet roterar mest. Om curl F ≡ 0 s̊a
sägs vektorfältet vara virvelfritt.

Avsnitt 16.2 inneh̊aller en del räknelagar för ovanst̊aende differentialoperatorer samt n̊agra
resultat som knyter an till vad vi delvis jobbade med i kapitel 15. Bl.a. är det s̊a att om ett
vektorfält är virvelfritt i ett enkelt sammanhängande omr̊ade s̊a är det ocks̊a konservativt
där.

Avsnitten 16.3-5 handlar om tre viktiga satser (Greens, Gauss’s resp Stokes sats) som har
stort teoretiskt intresse och är av central betydelse inom m̊anga omr̊aden/tillämpningar,
inte minst för att analysera och lösa partiella differentialekvationer. Det huvudsakliga in-
neh̊allet i satserna beskrivs av formler som knyter samman mycket av det vi arbetat med
under del 2 av kursen;∮
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dA (Greens formel)
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div F dV =
{

∂K

F•N̂ dS (Gauss ′s formel)

∮
∂S

F•dr =
x

S

curl F•N̂ dS (Stokes ′s formel)

Rekommenderade uppgifter

Avsnitt Godkäntniv̊a Överbetygsniv̊a
Instuderingsuppgifter Träningsuppgifter

16.1 3, 6, 7 13
16.2 5, 7, CR16.7
16.3 1, 3, 5 7, CR16.3
16.4 1, 3 5, 7 9, 11, 15, 17
16.5 1, 3

Matlab komp. 4.1.1, 4.2.1 4.1.2, 4.2.2 4.2.3

Med CR16 nedan avses Chapter Review Exercises i slutet av kapitel 16.

Veckans kryssuppgifter: 16.1.6, 16.2.5, 16.3.5, 16.4.7.



Lärm̊al:

För att bli godkänd p̊a kursen skall du kunna:

Adams Mål
16.1 beräkna divergens, div F, och rotation, curl F för ett vektorfält F.
16.2 definiera begreppen källfritt (solenoidal) och virvelfritt (irrotational) vektorfält.
16.2 tillämpa sats 16.2.4.
16.3 tillämpa Greens formel (16.3.6) i relativt okomplicerade situationer.
16.3 beräkna area av omr̊ade i planet med hjälp av Greens formel
16.4 tillämpa divergenssatsen i relativt okomplicerade situationer.

För överbetyg skall du ocks̊a kunna:

Adams Mål
16.1 formulera sats 16.1.1 om divergensen som flödestäthet.
16.1 formulera sats 16.1.2 om rotationen som virveltäthet.
16.2 formulera och bevisa sats 16.2.3 g) och h)
16.3 formulera Greens formel (sats 16.3.6)och bevisa den för x- och y-enkla omr̊aden.
16.3 tillämpa Greens formel i mer komplicerade situationer.
16.4 formulera och bevisa divergenssatsen (sats 16.4.8) i tre dimensioner för z-enkla omr̊aden.
16.4 tillämpa divergenssatsen i mer komplicerade situationer.
16.5 tillämpa Stokes sats (16.5.10) i relativt okomplicerade situationer.


