Flervariabelanlys och Matlab
Kapitel 3

Thomas Wernstal
Carl-Henrik Fant
Matematiska Vetenskaper

17 september 2009



3 Multipelntegraler

3.1 Dubbelintegraler

Exempel. Vi skall berikna dubbelintegralen [[,(ysinz + cosy)dedy dir D ér
rektangeln D : 7 <z <27, 0<y <.

Losning. Ett enkelt sitt att berdkna ndrmevérden dr att berikna en Riemannsumma till
integralen. Vi borjar med att definiera integranden som en anonym funktion

>> f=Q@ (x,y) y.*sin(x)+x.*xcos(y);

Direfter gor vi en partition av D med 1000 x 1000 delrektanglar, alla med arean
72 /1000000:

>> n=1000;
>> [x,y]=meshgrid(linspace(pi,2*pi,n+l),linspace(0,pi,n+l

Hela rektangelarean ir 72, delrektanglarnas area dr 72/10°. Vi viljer sedan en punkt
i varje delrektangel, t.ex. nedre vinstra hornet. Da berdknas Riemannsumman med
kommandot

>> dA=pi~2/n"2;
>> T=sum(sum(f(x(l:n,1:n),y(l:n,1:n))))=*dA

Jimfor med integralens exakta virde, —72 sd ser du att relativa felet, trots det myc-
ket stora antalet delrektanglar, ir 6 x 103, Relativa felet #r alltsd ungefir samma som
sidldngden 1 delrektanglarna. For att minska relativa felet med en faktor 10 till stor-
leksordningen 10~%, méste antalet delrektanglar, och antalet element i matriserna
och y, 6kas med en faktor 100 till 10®. Matlab klarar inte mycket stérre matriser fin de
som anvints hér. Skall man berdkna Riemannsumma med finare indelning krdvs det
att kalkylerna organiseras pa annat sitt. 0

Genom detta exempel kan man se att Riemannsumman inte ger en bra numerisk metod.
Dessutom tar kalkylen lang tid vilket syns om man later Matlab ta tiden:

>> tic,I=sum(sum(f(x(l:n-1,1:m-1),y(l:n-1,1:m-1))))*A,toc

For att berdkna approximativa viarden pa envariabelintegraler anvinds ofta Simpsons
formel som bygger pa att man delar in integrationsomradet i m sma intervall, och sedan
approximerar integranden i vart och ett av intervallen med ett andragradspolynom som
har samma virde som integranden i delintervallets dndpunkter och mittpunkt.



Summan av integralerna av andragradspolynomen ger Simpsons formel:

b
/f(x)dx
2 4 2 4 2 41

2mﬂ(b—@) och wy, 4r i tur och ordning & & 6, 5, 5,005, 5, 5y

Med 500 delintervall och ddrmed 1001 punkter (inklusive mittpunkterna 1 delinterval-
len) ges foljden wy, 1 Matlab av

2m+1

Hiar drx, = a+

>> m=500: n=2xm+1l; w = [1 [3xones(l,n-2)+(-1)."(2:n-1)] 11/6;

Genom upprepad integration, didr simpsons formel anvénds forst vid integralberdkning
i ena variabeln och sedan i den andra kan man hirleda en tvadimensionell Simpsons

formel:
2m+1 2m—+1

J[ f@a =l =) NSNS ).

j=0 k=0

Hirdrz; = a+ 2m+1(b—a) yp = c+ 2er1(al—c) och w; ;, = w; - wy, med wy, enligt
ovan.

Vikterna w; , ges av matrisen:
>> W = w' x w;

For att berdkna integralen ovan med denna tvadimensionella Simpsons formel, och
samtidigt ta berdkningstiden skriver man:

>> m=500;n=2+m+1;

>> [x,y]=meshgrid(linspace(pi,2*pi,n),linspace(0,pi,n));
>> w = [1 [3%ones(l,n-2)+(-1)."(2:n-1)] 11/6;

>> W = w' *x w;

>> dA=pi~2/m"2;

>> tic,I=sum(sum(W.*xf(x,y)))*~dA,toc

Tidsatgangen blir ungefiar samma som for Riemannsumman, men relativa felet blir nu
av storleksordningen 1/m?*.

Matlabs integralberdkningsprogram quad anvidnder Simpsons formel men med en ad-
aptiv metod ddr intervallindelningen styrs av berdkningsresultaten. Dir funktionen va-
rierar mycket gors finare indelning, dédr variationen ir liten gors grov indelning. Det
finns ocksa ett par andra berdkningsmetoder att tillga, quadl, och quadgk. Du kan
lasa mer om detta i Matlabs Product help under rubriken Numerical Integration (Quad-
rature)



Dubbelintegraler 6ver axelparallella rektanglar berdknas med hjilp av dblquad. |
princip anvinds upprepad integration genom att Matlab forst gor en indelning av den
andra variabelns intervall, berdknar enkelintegralen 1 alla dessa delningspunkter med
avseende pa den forsta variabeln med hjdlp av quad. Simpsons formel tillimpas se-
dan med dessa beriknade integralvirden. Indelningen av andra variabelns intervall
forfinas, integraler beridknas i de nya punkterna, Simpsons formel tilldmpas igen. Pro-
ceduren upprepas till forindringen ir liten nog. Aven i detta fall gors indelningen fi-
nare dir det behdvs. Man kan vilja annan metod for berdkning av enkelintegralerna.
Trippelintegralsberikning, som vi kommer till i avsnitt 3.2 bygger pa samma idé.

Exempel. Vi skall berikna samma dubbelintegral som ovan [ [ p(ysinz+x cosy) drdy
diar D drrektangeln D :m <2 <27, 0 <y <.

Losning. Eftersom vi redan definierat integranden som en anonym funktion

kan vi berikna dubbelintegralen, med relativt fel 107 vilket #r grundinstillningen,
genom kommandot

>> I = dblquad(f,pi,2*pi, 0,pi)

Jimfor med integralens exakta viirde, —72 s ser du att relativa felet i sjdlva verket dr
ungefir 1077,

For att minska berdkningstiderna kan vi ibland acceptera storre relativt fel. Komman-
dot

>> I = dblguad(f,pi,2%pi,0,pi,0.006)
ger samma relativa fel som riemannsumman ovan, men hundra ganger snabbare.  [J

Vid beridkning av dubbelintegraler 6ver ett allmdnnare omrade D, som ligger i en ax-
elparallell rektangel R i planet, anvénder vi att

//D f(z,y) dxdyZ//Rf(x,y)XD(x,y) dxdy

dér x p dr karakteristiska funktionen for omradet D dvs.

1 om (z,y)€D
Xp(,y) { 0 annars

Exempel.
Vi skall berikna [ (ysinx + x cosy) dedy dir

D={(z,y):0<2<2,0<y< 2%}

Losning. Vi definierar anonyma funktioner som motsvarar karakteristiska funktionen,
integranden och, for enkelhets skull, produkten av dessa tva:
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>> karD
>> £ =@ y.*sin(x)+x.*cos (y);

=@ (x,y) (0 <= x).x (x <= 2).%(0 <=y).x (y <= x.
(X,¥)
>> fD = Q(x,y) karD(x,y).*f(x,Vy);

Eftersom D C {(z,y): 0 <x <2, 0 <y < 4}, sd beridknar vi sedan integralen med
kommandot

>> I = dblquad(fD,0,2,0,4)

Varje annan rektangel som omfattar D duger hér. 0

3.1.1 Ovningar

3.1.1 Berikna foljande integraler m.h.a. dblquad.

a) //ysin (y + zy) dzdy
D
dirD = {(z,y): 0<z <1, —7/2 <y <m7/2}.

b) // 2+ " dady , dir D = {(z,y): 22+ y? < 1}
D

c) // "t dady , dir D = {(z,y): 1 <2 <2—y, |oy| <1}
D

(Skissa forst for hand pa omradet D. Ga tillbaka till avsnittet om nivakurvor
om du vill fa hjdlp av Matlab.)

3.1.2 Lat D vara det omrade i planet som begrénsas av nivakurvorna x sin y+y cos r =
zy och (z + 3)% + (y — 2)* = 1.5 och som innehéller punkten (—3, 1). Berikna
tyngdpunkten for omradet D.

Nagra avsnitt/uppgifter ur kursboken som anknyter till detta avsnitt: 14.2, 14.4

3.2 Trippelintegraler
Det dr inte nagon visentlig skillnad pa berdkning av trippelintegral eller dubbelintegral

med Matlab.

Exempel. Lat oss se hur man anvinder triplequad for att berdkna integralen
[[[, zy*z* dedydz, dir D : 0 < o < 1,0 <y < 2,1 <z < 2. Vibérjar som
tidigare med att definiera integranden som en anonym funktion

>> f=0Q(x,y,2) X.*y. 2.%xz."3;



For att berdkna integralen ger vi sedan kommandot
>> I=triplequad(f,0,1,0,2,1,2)

O

Om integrationsomradet inte &dr en parallellepiped definierar vi en karakteristisk funk-
tion for omradet, multiplicerar med den och integrerar, precis som i tvadimensionella
fallet.

3.2.1 Ovningar

3.2.1 Anvind kommandot t riplequad for att berdkna trippelintegralen

dxdydz
dirD:z>0,y>0,2>0 < 2.
///D(x—l-y+2+1)3 ar x Y , 2 , T+y+ 2

3.2.2 Beridkna volymen av en sfiar med radie 1 genom att beridkna integralen

/ / / drdydz dir D : 2% + y* + 22 < 1, dels med hjilp av sfirisk substitution
D

och triplequad, dels med tekniken med karakteristisk funktion fér D och

triplequad.

Nagra avsnitt/uppgifter ur kursboken som anknyter till detta avsnitt:
14.5.1-12, 14.6.15-20

3.3 Monte Carlo metoden

I detta avsnitt skall vi se hur man kan berédkna flerdimensionella integraler approxma-
tivt med den sa kallade Monte Carlo-metoden. Vi kommer inte att géra nagon ma-
tematisk analys av hur effektiv och noggrann metoden ir, eftersom en sadan analys
forutsitter kunskaper i matematisk statistik.

De metoder som anvints i det foregaende utnyttjar, som redan namts, Simpsons formel.

I Matlabprogrammen quad, dblquad och triplequad anvinds en adaptiv metod dér in-
tervallindelningen styrs av berdkningsresultaten. Trots detta krivs manga berdkningssteg
for att ge onskad noggrannhet.

Matlabprogrammen quad, dblquad och triplequad har tre nackdelar. For det forsta har
de problem med diskontinuiteter, som naturligt kommer in om integrationsomradet
inte dr en rektangel eller ett rdtblock. For det andra okar beridkningstiden visentligt
med 6kande dimension. For det tredje, och viktigast, finns inget fardigt matlabprogram
for n-dimensionella integraler med n > 3.



En enkel metod som kan vara en 16sning pa dessa problem #ar Monte Carlo-metoden. Vi
skall forst se hur den kan anvéndas till att askadliggora omraden i planet och berdkna
arean. Omradet D i figuren nedan &r inritat i en ruta som ar 1 x 1.

Antag att omradet har arean A.

Om man viljer tva koordinater 0 < z < 1 och 0 < y < 1 slumpvis, sa dr sannolikheten
att punkten (x,y) ligger i omradet D precis A (man maste stilla en del krav pa hur
omradet ser ut, for att detta pastaende skall vara sant). Om man nu viljer N punkter,
(x:,y:), 1 <i < N,sébor antalet punkter, M, som ligger inom det markerade omradet
i genomsnitt vara A - N. Med andra ord bor vi fa M ~ A- N och A~ M/N.

Om omradet ligger inom en axelparallell rektangel R med area WV sa tar man punkterna
slumpvis i rektangeln och multiplicerar kvoten med W: A ~ W - M/N.

Detta dr idén bakom Monte Carlo-metoden:

1. Vilj N punkter (x;, y;) slumpvis i rektangeln R.

2. Undersok hur manga av de NV punkterna som ligger i omrade D. Kalla detta
antal for M.

3. Tag A~ W - M/N som en approximation av omradets area.

Man kan visa att om omradet uppfyller viss villkor, som uppfylls av de flesta omraden
man kan tdnkas komma pa, sa ér berdkningsfelet med denna metod av storleksordning
1/v/N. 1 det tvidimensionella fallet ir detta jimférbart med Riemannsumman men i
hogre dimension dr det vésentligt bittre.

Exempel. Vi ritar omradet D somgesavl < zy <4, x <y <4z, z >0,y >0
samt beridknar omradets area.

Losning. Vi observerar forst att om y p(x) dr omradets karakteristiska funktion sa ges
antalet trédffari D av

N
M = ZXD(%‘,?J@‘)-

=1



Alltsé har vi att

I detta exempel har vi

>> chiD = @ (x,y) (x.*xy>=1) . % (Xx.*xy<=4) . x (y>=x) . * (y<=4%*x);
De tva hyperblerna skr linjerna i punkterna (%, 2), (1,1) (1,4) och (2,2). Omradet
ligger i rektangeln % <zrxr<2 1<y<A4

Vi genererar sedan punkter slumpvis i kvadraten med sida 1, multiplicerar med inter-

vallens ldngder och translaterar sa att vinster dandpunkt &r ritt:

>> N=100; X=rand(N, 2);
>> x = 1/2 + 3/2%X(:,1); vy =1 + 3xX(:,2);

For att rita omradet later vi Matlab bestimma alla punkter dir karakteristiska funktio-
nen dr 1.

>>M=find (chiD (x,y)==1) jplot (x (M), y (M),".")

3

Eftersom rektangelarean ir 5 - 3 = % far vi sedan arean till:

>>A = 9/2xsum(chiD (x,y)) /N;

Nir vi ser att det hela fungerar 6kar vi antalet punkter till en miljon, far en fin graf och
arean till ungefir 2.08. Den exakta arean dr 3 1n(2) ~ 2.076. . O]




En visentlig fordel med metoden ir att varken berdkningarna eller felet paverkas av
dimensionen. Om man har en n-dimensionell kropp som ligger i ett n-dimensionellt
rdtblock av volym W och slumpmissigt tar N punkter i detta ritblock, sa &r kroppens
(n-dimensionella) volym V ~ W - %, déar M é@r antalet punkter som ligger 1 kroppen.

Om man istéllet vill berdkna en multipelintegral,

Fo [ o

sa gor man precis pa samma sétt, fast nu blir

N
R DML

Det finns forbéttringar av metoden. Vill du veta mer kan du lédsa pa:
http://www.wikidoc.org/index.php/Monte_Carlo_integration

Exempel. Vi illustrerar hur man kan berikna integralen

/// 1/v/2? + y? + 22 dedydz
D

dd D={(r,y,2): 2> +y*+22<1,2>0,y>0, z>0}.
Losning. Integrationsomradet liggerikuben 0 <z <1, 0<y<1,0<z < 1.

Som vanligt definierar vi omradets karakteristiska funktion och integranden som ano-
nyma funktioner:

>>chiD=0 (x,vy,2z) (x.72+y. 2+z.72 < 1)
>>f=0Q(x,v,2z) 1l./sqrt(x. 2+y." 2+z."2)

och produkten:

>>fD=@ (x,y,2z) chiD(x,vy,z) .xf(x,vy,2)

Vi later Matlab bestamma en miljon punkter i kuben slumpvis med kommandosekven-
sen

>>N=10"6; X=rand(N,3);x=X(:,1); y= X(:,2); z=X(:,3);

Integralberdkningen ges nu av:



int = sum(fD(x,y,z)) /N

Det exakta virdet dr /4 som dr ungefir 0.7854, vilket dven triplequad ger. Me-
delvirdet for 10 berdkningar med denna metod blev 0.7858. Styrkan ligger i mojligheten
att oka antalet dimensioner. OJ

3.3.1 Ovningar

I figuren nedan ges omradet A av
och T" bestar av det omrade som definieras av olikheterna

y—2In(14+2) < 0,
v+4(y—1/2)* < 1, och
(x—1/2%*+y* > 0.09.
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Omradet A. Omradet I

3.3.1 Berikna forst det exakta virdet av arean av omradet A och integralen,

//A(x2 +y?) dxdy .

Utfor samma berdkningar med Monte Carlometoden. For att se hur det berdknade
virdet varierar for fixt /N och hur det forbéttras for 6kande N kan du utfora
beridkningarna med N = 10, 100, 1000, 10000 punkter, och upprepa varje sadan
berdkning 10-15 ganger. Studera hur relativa felet varierar fran gang till gang da
N halls fixt och hur relativa felen fordandras da N okas.
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3.3.2 Gor motsvarande for omradet I" respektive integralen

//F(x2 +9?) dxdy .

I detta fall kan du jimfora med vad dblquad ger i stillet for det exakta virdet.

3.3.3 Beriikna volymen av en fyrdimensionell sfir 22 + y* + 22 + u? < 1 med hjilp
av Monte-Carlo metoden.
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