DISKRET MATEMATIK E3 HEMUPPGIFTER 1
HT 01

Motivera (bevisa) alla svar. Uppge vilka du samarbetat med. Spara uppgifterna (med
kommentarer) nar du far tillbaka dem. Detta géller alla inlamningsuppgifter.

(1)

Uppvirmning

Om 15 lag skall tévla s& att varje lag moter varje annat exakt en gang, hur manga
matcher blir det? Vad &r den allménna formeln for n lag? Obs: Svaret skall inte vara
en summal

Hur manga olika ”ord” kan man bilda med bokstéverna i "kackerlacka” om man maste
anvinda alla elva bokstéverna?

Antag att vi har 2n personer som skall paras ihop tva och tvad. P4 hur manga olika
sitt kan detta goras?

Visa kombinatoriskt att 3, (¥) (%25) = (%)..

Hur manga vigar av minimal ldngd, ldngs kanter, frdn origo till punkten
(1,1,...,1) finns det i d-dimensionella enhetskuben?

Forenkla sa mycket som mojligt: E E (n) (Z B Z) Ledning: Baksidan.
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. P4 hur ménga olika sétt kan man placera n personer runt ett (runt) bord, om man

bara bryr sig om den inbordes ordningen? (Om alla t.ex. flyttar en plats har den
inbordes ordningen inte &ndrats.)

. Visa kombinatoriskt att . (Z)Qk = 3". Ledning: Hogersidan &r antalet terndra

strangar av langd n. Exempel for n = 2: 00,01, 02, 10, 11, 12, 20, 21, 22.

En topp i en permutation m = ajas---a, (av talen 1,2,...,n) ar ett tal 7 sd att
1 <1< nochaj—1 < a; > ajy1. Hur manga permutationer av langd n utan toppar
finns det? Ledning: Vad hénder fore resp. efter talet 1 i permutationen?

. En Motzkinstig av lingd n &r en gitterstig i heltalsgittret, med steg av typen (1,0),

(1,1) och (1,—1), som bérjar i (0,0), slutar i (n,0) och gar aldrig under z-axeln. Hur
ménga Motzkinstigar av langd n finns det som har alla sina (1, —1)-steg pa slutet?

Av de Motzkinstigar som ridknades i férra évningen, hur manga har exakt k& uppsteg?

Later vi k 16pa over alla (mojliga) heltal far vi en summa som maéste vara lika med sva-
ret i forra 6vningen. Skriv upp detta som en sats (som bevisas av dessa tva Gvningar)
och férenkla uttrycken s& mycket som mojligt.

Bonusproblem (inget samarbete)

Placera n punkter pa en cirkel och dra kordan mellan varje par av punkter. Antag
att punkterna ar generiskt placerade, d.v.s att inga tre kordor skirs i samma punkt.
Bestédm antalet omraden inuti cirkeln (ge en enkel formel och visa den kombinatoriskt).

Tips: Kolla de forsta fallen och formulera en gissning. Den var sikert felaktig. Kolla ett
par fall till och f6rsok skriva resultatet som en elegant (viktigt!) summa av binomialtal.

Viktigt!

Det ar mycket!

123, 213, 312, 321

LA

uppsteg = (1,1)



10.

11.

. Ge ett kombinatoriskt bevis av identiteten (a) (b) =

Ytterligare 6vningar

. Hur méanga olika n X n matriser finns det som har exakt en etta i varje rad och varje

kolonn, och bara nollor i6vrigt?

. P& hur ménga olika sétt kan man ta sig fran (0, 0) till (n, k) i planet, om man bara far

gd lings kanter i heltalsgittret och bara ta steg uppat eller till hoger? Ge ett enkelt
kombinatoriskt bevis.

. Lat M vara en icke-tom mingd, 1at j vara antalet delmingder i M som har ett jamnt

antal element och 14t u vara antalet delmingder i M som har ett udda antal element.

(a) Anvind binomialsatsen for att visa att j = u.

(b) Ge ett kombinatoriskt bevis, d.v.s para ihop varje "jamn” delméngd med en unik
"udda” delmingd och omvint.

(c) Ar pastaendet sant nir M = (? (Detta fall ir en av manga motiveringar for en
viss definition, som ibland uppfattas som onaturlig.)

(a) Hur ménga heltalspunkter finns det i triangeln som har horn (1,2), (1,n), och
(n —1,n)? Ge svaret med hjilp av binomialtal och bevisa att det dr rétt genom
att ge en bijektion till en lamplig méngd av delmangder till en viss méngd (eller,
visa hur vi kan "se” dessa heltalspunkter som delméngderna ifraga).

(b) Hur manga heltalspunkter finns det i triangeln som har hérn (0,0), (n — 2,0),
och (0,n — 2)? Bevisa detta genom att ge en bijektion till heltalspunkterna i del

().

. Hur manga bindra stréngar av léngd n finns det som innehéller exakt £k ettor och inte

har tva pa varandra foljande ettor?

. Hur manga av delméngderna i {1,2,...,n} innehaller inte tvd p& varandra foljande

tal?

. Svaret i foregdende Gvning ar ocksa svaret pa foljande fraga: P4 hur manga séitt kan

talet n + 1 skrivas som en summa av 1-or och 2-or (dar ordningen spelar roll)? Exem-
pelvis kan 4 skrivas pa 5 olika sétt:

1+1+1+41, 1+1+42, 142+1, 24141, 2+2.

Bevisa detta genom att ge en bijektion. Med andra ord, "6versétt” varje sddan summa
till en av delméngderna som riaknas i foregaende Gvning, och omvént.
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. T uppgift 2 ovan bestdmde ni antalet kortaste vagar fran (0,0) till (n, k). Varje sddan

vag méste passera diagonalen y = n—x och bestar saledes av tva unika végar, den ena
fran (0,0) till (k,n — k) for ndgot k, och den andra fran (k,n — k) till (n,n). Anvind
detta for att skriva en likhet som i vénsterled bestar av en summa av produkter av
binomialkoefficienter och vars hogerled ar svaret i Inldmningsuppgift 2.

Hur ménga olika halsband kan man gora av 20 perfekta, lika stora kulor dér inga tvéa
har samma farg? Antag att halsbandet &r slutet, d.v.s att det inte gar att séga var
det "borjar”. (Svaret ér inte lika med n! for nagot n.)

Hur manga av delmingderna till méngden {1,2,...,10} innehaller &tminstone ett
udda tal?

En heltalspunkt
i planet &r en
punkt vars bada
koordinater ar
heltal



12. Visa foljande likhet (for p > 0):

£5 Qo

a=1 b=1

Ledning: Vilka virden antar t — a respektive p — b7 Anvind detta for att skriva om.
Skriv sedan om binomialkoefficienten och anvind binomialsatsen.



