DISKRET MATEMATIK E3 — HT 01 HEMUPPGIFTER 2

Motivera alla svar. Spara uppgifterna (med mina kommentarer) nér ni far tillbaka dem.
Detta giller alla inldmningsuppgifter och det &r mycket viktigt

Uppvirmning

(i) Bestam, for var och en av foljande relationer pé respektive mangder, om relationen ar
reflexiv, symmetrisk, antisymmetrisk, transitiv.

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
) {(a,a),(b,b),(c,c),(b,a),(a,c),(c,a)}, pd mingden {a,b,c}.

(g) 2Ry <= =z och y har samma lutning, pd méngden {linjer i planet}.

<= 1 vet y:s namn, pad méingden av E-teknologer.

8

8

<= 1z +y ir udda, pd méngden N.

8

8

Ry

Ry

Ry <= =z +y ar jamnt, p4 mangden N.

Ry <= z &r minst lika lang som y, p4 méngden av alla svenskar.
Ry

8

<= 1 = 2y, p4d mingden N.

Svar: LSU(3) ‘U(3) V() “(2)vra(p) ‘Lsu() ‘s(a) “u(e)
(ii) Definiera relationen R p& méngden M, av binéra n-bitars ord genom
(122 zn) R (Y192 - yn) <= z; < y; for alla 1.
Visa att R &r en partiell ordning och rita Hassediagrammet for n = 3.

(iii) Lat M = R" x R dér RT &r méngden av alla positiva reella tal. Definiera relationen
S pd M genom
(a,b)S(c,d) <= ad = bc.
Visa att § ar en ekvivalensrelation och beskriv ekvivalensklasserna geometriskt som
delméngder i planet R%. Gér om med a + b = ¢ + d istéllet for ad = be.

(iv) Om R ér en relation, 14t R vara den inversa relationen till R som definieras av
2Ry <= yRux.

(a) Visa att RR &r symmetrisk. (Ja, ni far anviinda linjir algebra).

(b) Om varje nod i grafen till R har en kant frdn sig, visa att R o R #r reflexiv.

(v) Skriv matrisen for relationen i (ii) ovan, forst sa att elementen i mangden skrivs i ord-
ningen 000,001,011,111,110,100,010,101, och sedan nir elementen skrivs i ordningen
000,001,010,100,011,101,110,111. Vad hénder? Se uppgift 8 nedan.

(vi) Finn felet i foljande "bevis.” Sats: Lat R vara en relation som ar bade symmetrisk och
transitiv. D& &r R &ven reflexiv. Bevis: Antag att zRy. Eftersom R &dr symmetrisk
har vi d& dven yRz, men av Ry och yRx foljer, enligt transitiviteten, att xRz, s& R
ar reflexiv.

(vii) Vad kan man siga om en relation R som ér bade symmetrisk och antisymmetrisk? I
vilken vilkdnd relation méaste R vara en delmingd?

(viii) Definera relationen R pd méngden av alla heltal genom zRy om y = z + 1. Ge en
enkel beskrivning av transitiva holjet till R.



Att ldmna in tisdag den 25 september
1. Lat M, = A, x A, dér A, ={0,...,n — 1}. Definiera relationen R pd M,, genom
<a,b> R <c,d> <= a<c och b<d.

(a) Visa att R &r en partiell ordning.
(b) Om (a,b) € M,, hur ménga element (z,y) € M, upfyller da (z,y)R(a,b)?

(c) Rita Hassediagrammet for M,, nir n = 3.

2. Lat H vara mingden av heltalspunkter i planet. Centroiden fér tva punkter p och ¢
ar mittpunkten pa strickan mellan dem och ges av (p + ¢q)/2. Definiera relationen R

pad H genom
pRq <= centroiden foér p och q ligger i H.

(a) Visa att R &r en ekvivalensrelation.

(b) Beskriv ekvivalensklasserna och ange det element i varje klass som ligger nédrmast

origo och har icke-negativa koordinater.

(c) Visa att vilken som helst méngd av fem heltalspunkter i planet innehaller tva

vars centroid ar en heltalspunkt.

(Skulle detta varit svarare att visa utan att anvinda ekvivalensrelationen?)
3. Lat R och S vara tva relationer pad samma méngd M.

(a) Om bada &r ekvivalensrelationer &r d& R o S en ekvivalensrelation?

(b) Om béada ar partiella ordningar &r d& R o S en partiell ordning?

Om svaret &r ja, ge ett bevis. Om svaret &r nej, ge ett enkelt motexempel, som du

beskriver explicit.

4. Ett spel med n tindstickor spelas av tva spelare s att man i varje drag skall ta en,

tva, eller tre stickor. Den vinner som tar sista stickan.

Definiera en relation R pa N genom att sétta aRb om vi i ett drag kan reducera en

hog med b stickor till en hog med a + 1 stickor men inte a stickor.

Lat S vara det symmetriska héljet till R, d.v.s. aSb om aRb eller bRa. Lat T vara

det transitiva holjet till S.

(a) Visa att T &r en ekvivalensrelation.

(b) Beskriv ekvivalensklasserna.

(c) Visa att du kan se till att motstdndaren alltid far en position i samma ekviva-

lensklass efter varje drag du gor, oavsett vad motstdndaren gor.

(d) Om du vill (och kan) vinna, vilken ekvivalensklass skall du lamna &ver till mot-

stdndaren i varje drag?

Bonusproblem (inget samarbete)

5. (a) Visa att varje positivt heltal n delar nagot tal som (i decimalsystemet) skrivs

enbart med ettor och nollor. Exempel: 65 delar 10010.

(b) Lat n vara ett positivt heltal som varken delas av 2 eller 5. Visa att n delar nagot

tal som skrivs enbart med ettor. Exempel: 273 delar 111111.

Ytterligare 6vningar pa kursens hemsida!

heltalspunkt:
punkt vars
koordinater &r
heltal

(»+4a)/2:
Vektorrdkning

N={0,1,2,...}

Titta pd rester
vid division (av
vad?) med n och
anvand
ladprincipen

Observera att (a)
foljer av (b)



. Lat D vara delbarhetsrelationen pa méngden {2,3,4,...} av naturliga tal storre &n 1.
Vilka ar de minimala elementen?

. Lat M,, vara méngden av alla bindra n—bitars ord. Lat [n] = {1,2,...,n}. Definiera
relationen S pd M, genom att sdtta z1zs - - - £, Sy1y2 - - - Yy <= det finns en bijektion
¢ : [n] = [n] s& att x; = yg4(;) for varje i. Exempel: 010151100, men inte 1015100.

Visa att S ir en ekvivalensrelation och beskriv ekvivalensklasserna. Bestdm ocksd hur
stora de olika ekvivalensklasserna &r.

. Definiera relationen S pa méngden av alla positiva heltal genom
aSb <= ab &r en jamn kvadrat.
Visa att S ar en ekvivalensrelation. Beskriv ekvivalensklassen for 1 och den for 12.

. Definiera relationen R p& méngden av bindra stringar av langd n genom

xRy < z; <x;-y; forallasi,

dér x = x1x2--- Ty och y = y1y2 - - - yn och - &r vanlig multiplikation. Visa att R ar en
partiell ordning och rita Hassediagrammet for fallet n = 3. Kan ni gora beskrivningen
av R enklare &n den givna?

. Betrakta relationen “kongruens modulo 3” p& méngden {1,2,3,4,5,7}. Skriv matrisen
for denna relation, forst for elementen i vixande ordning, sedan nér elementen skrivs i
ordningen 1,4,7,3,2,5. Vad &r det som hinder med matrisen i det senare fallet? Varfor
ar det ldttare att kvadrera den senare matrisen? Kan man alltid goéra sd med en
ekvivalensrelation?

. Lat a, b och n vara naturliga tal. Definiera relationen S pa méngden av alla heltal
genom att satta
zSy <= az+by =0 (mod n).

For vilka par (a,b) &r S en ekvivalensrelation? For vilka par (a,b) &r S lika med
kongruens mod n?

. Lat S, = {k € N | k delar n}. Detta ar ett gitter med avseende pa relationen

aDb <= a delar b.

Visa att S, ar ett distributivt gitter. Ledning: Lat p1,pe, ..., px vara primfaktorerna
i n. D& kan varje tal i Sy, representeras av en k-vektor (ai,as,...,a) dér p;’ ar den
storsta potensen av p; som delar n. Exempel: T S199 representeras 20 av (2,0,1) om
p1 =2, po = 3 och p3 = 5. Hur kan man nu representera A och Vi S,?

. Lat M vara matrisen for en poméngd P med relation betecknad R. Visa att M é&r
inverterbar. (I denna uppgift lagger jag stor vikt vid en kort, men klar, presentation!)

Ledning: Visa forst att vi kan ordna elementen i P som z1, z2,..., Ty s& att om z;Rz;
da dr ¢ < j och att det d& blir uppenbart (sats i linjir algebra) att den motsvarande
matrisen ar inverterbar. Forklara sedan varfér denna omordning motsvarar operatio-
ner pd M som inte paverkar inverterbarhet (igen nagon sats i linjér algebra).

Motivering: Omordningen ovan visar att varje partiell ordning &r en delméngd i en
total ordning (varfor?). Det innebér att vi kan alltid hitta en total ordning som respek-
terar P (se bonusuppgift), vilket &r ett vanligt problem (exempelvis nér underrutiner
i ett program mast kompileras i "rdtt” ordning). Att det kan goras pa ett sdtt som
visar att matrisen &r inverterbar &r intressant i sig, fér det &r bakgrunden till teorin
om Mabiusfunktionen til en poméngd (se bonusuppgift nést gang).

Ett tal n &r en
jdmn kvadrat om
n = k2 for nagot

heltal k&

Att beskriva
betyder hér inte
att bara stoppa
in i definitionen

En sddan ordning
av elementen i P
kallas topologisk

sortering

Talteorins
Mébiusfunktion
ar ett specialfall,
dér poméngden
ar delbarhetspo-
méngden pa de
positiva heltalen



9. Lat M vara mingden av alla satslogiska utsagor (ett exempel pé en sddan utsaga ar

10.

11.

P — (Q V —R)). Definiera relationen ¥ pd M genom

AU B om och endast om B foljer av A.

Avgor om U ar en ekvivalensrelation och/eller partiell ordning.

Fér vilka n uppfyller Z,, att det for varje a € Z,, sa att a # 0 finns ett b € Z,, s att
ab = 1 mod n? Ledning: For vilka n finns z,y i Z, s& att ax = ay for ndgot a # 0,
men z # y? Betrakta sedan {az | z € Zy,}.

Definiera relationen R pa noderna i en riktad graf G genom
xRy <= det finns en riktad vig fran z till y i G.

Ge nodvindiga och tillrackliga villkor pa G for att R skall vara en partiell ordning.
Gor 16sningen sa kortfattad som mdjligt! OBS: Blanda inte ihop kant och vég!

Bara nod-
vindiga och
tillrdckliga

villkor.  Inget
annat!

Riktad vig =
directed walk
kant = edge



