DISKRET MATEMATIK E3 HEMUPPGIFTER 3
HT 01

Motivera (bevisa) alla svar. Uppge vilka du samarbetat med. Spara losningarna (med
kommentarer) nar du far tillbaka dem. Detta géller alla inlamningsuppgifter och det &r
mycket viktigt.

(i)

(i)

(iii)

Uppvirmning

Visa De Morgans lagar for Booleska algebror: (x +y) =Z-y och (z-y) =7Z+7.Du
far endast anvinda Definition 24 pé stencilen om relationer (och foregéende uppgift).

Varje element i en Boolesk algebra kan skrivas pa ett unikt sdtt som summan av
atomer. Varfor ér detta s uppenbart for den Booleska algebran av alla delméngder
till en méngd?

Lat B, vara den Booleska algebran av alla bindra stréngar av ldngd n. Definiera
¢ : B3 — By genom ¢(z1x913) = x129. Ar detta en Boolesk homomorfi?

Om vi istallet sétter ¢p(x120w3) = z1Y, dir y = 2923, r ¢ da en Boolesk homomorfi?
Hur ménga isomorfier finns det fran den Booleska algebran B, till sig sjalv?

Utgaende fran definitionen av Boolesk homomorfi (Definition 26) och Definition 24,
visa att ¢ dr en Boolesk homomorfi om ¢ bevarar + och —, det vill siga om

Pz +y) = ¢(z) + ¢(y) och ¢(T) = ¢(x).

Att ldmna in tisdag den 2 oktober

. Visa att i en Boolesk algebra giller, for alla z, att z-z =z och z-0 = 0. Du far

endast anvanda Definition 24 pé stencilen om relationer!

. Lat S, = {k € N | k delar n}. Detta &r ett distributivt gitter med avseende pa

relationen aDb <= a delar b.

For vilka n ar S, en Boolesk algebra? Observera att du maste visa att S, &r en Boolesk
algebra for de n du beskriver, och att Sy, inte &r det for andra n.

Bonus(5p): Visa att S, ar distributivt for alla n. (Héar stills det stora krav pé fram-
stallning och rigorositet!) Ledning: Hassediagrammet for S,, kan beskrivas som en del
i heltalsgittret i R”. Anvind detta for att representera elementen i S,, med vektorer
och definiera sedan A och V direkt pé vektorerna.

Lat Sy, vara som i foregdende évning. Lat B2 beteckna den booleska algebran med tvé
element, 0 och 1. Definiera funktionen ¢ : S;, = By genom

$(z) = { 0 om z udda

1 om z jamnt

(a) Ar ¢ en gitterhomomorfi?

(b) I de fall d& S, &r en boolesk algebra, dr ¢ en boolesk homomorfi?
Ledning: dela upp i tva fall: n jamnt, resp. n udda. Anvind 6vning (vi) ovan.

. Lat B vara matrisen for relationen ”barn till,” och 1at Y vara matrisen for relatio-

nen "yngre &n” (bada definerade pad samma méngd). Ge en enkel formel (med bara
matriser) for matrisen vars (i, j)-element &r antalet barnbarn till 4 som &r dldre &n j.

Definition 15

Samarbete
tillatet har



10.

. Visa att i en Boolesk algebra giller x + z = x,

Bonusproblem (inget samarbete)

. Varje dndlig boolesk algebra har atomer, som bestdmmer hela algebran. Visa att det

finns booleska algebror utan atomer. Ledning: Tag alla intervall [z,+00) pa reella
linjen. Anvénd dessa for att bygga upp en sddan boolesk algebra (ni behover forstas
fler intervall &n ovanstéende for att det skall bli en boolesk algebra).

Ytterligare 6vningar

. I boken Grundliggande digital- och datorteknik finns, i avsnittet Boolesk algebra, nio

sékallade "satser” for Boolesk algebra. Nagra av dessa ingar i var alternativa definition
av Boolesk algebra. Visa de andra utgiende enbart fran var definition.

. I Definition 24 pa stencilen om relationer ségs det (implicit) att i en Boolesk algebra

har varje element ett komplement. Visa att det finns endast ett komplement till varje
element. Med andra ord, om y uppfyller villkoren for z, d& 4r y = z. Du far endast

anvénda Definition 24!
z+1=1, och 0 = 1. Du far
endast anvdnda Definition 24 pa stencilen om relationer!

. Lat B, vara som i foregadende évning och 14t S3¢ vara delbarhetsgittret for 30. Definiera

¢ : S30 —> By genom ¢(n) = zy dér £ = 1 om n &r jadmnt och = 0 annars, och y &r
det storsta heltalet &k sa att 5% delar n. Ar ¢ en Boolesk homomorfi?

. Lat B,, vara den Booleska algebran av alla bindra stringar av langd n dar operation-

erna &r bitvis multiplikation resp. bitvis Boolesk addition. n dér operationerna &r
bitvis multiplikation resp. bitvis Boolesk addition. Avgér om ¢ : B3 — Bj &r en
Boolesk homomortfi:
b(212973) = { 1, om z1 + T9 + x3 udda
0 annars

. Lat R vara en relation pa en &dndlig méngd M och R" relationen som dr R sammansatt

med sig sjalv n ganger. Visa att R™ &r transitiv for nagot n.

Ledning: Beskriv R™ i termer av véigar i relationsgrafen fé6r R. Lat n vara antalet
element i M.

Visa ocksd att det finns ett k € N s att REt™ = RF for alla m € N. Vilket ar det
minsta k for vilket detta géller?

. Lat Mpg vara relationsmatrisen for en relation R. Kan man siga nagot allmént om

Mp:s inverterbarhet nér R dr en ekvivalensrelation respektive partiell ordning? Led-
ning: Varje partiell ordning &r en delméngd till en total ordning.

. Hur manga element av rang k finns det i delbarhetsgittret for Ss195107

Ledning: Hitta en isomorfi frdn S510510 till en 1lamplig Boolesk algebra.

. Lat G vara ett gitter och B en Boolesk algebra. Antag att det finns en funktion

¢: B — G, som bevarar 0, 1 och komplement, det vill siga ¢(0g) = 0, ¢(15) = 1g,
och ¢(z) ar ett komplement (i G) till ¢(z) for alla z € B. Visa att G &r en Boolesk
algebra.

Lat P poméngden av alla naturliga tal som &r lika med 1 eller delbara med 3 eller 5
eller 7 och dir relationen #r delbarhet. Lat @ vara pomingden N® med relationen

($13$23$3) < (ylayQay?’) — z; < Yi for i = 17233'

Visa att P och @) dr isomorfa.

Obs:

r1x2x3 ar en
trebitars
strang,

T1+ T2+ T3
ar vanlig
addition

For
definitionen
av rang, se
stencilen om
relationer



11. Lat M vara méngden av alla satslogiska utsagor. Definiera relationen ~ pd M genom
A ~ B om och endast om B <= A,

d.v.s A ~ B betyder att A och B &r ekvivalenta utsagor. M.a.o d&r A sann om och
endast om B &r sann.

Exempel: =(PV Q) <= (=P A-Q),s& -(PV Q) ~ (=P A-Q)

Observera att A och B &r utsagor, inte (nédvéndigtvis) variabler.

(a) Visa att ~ &r en ekvivalensrelation pa M.
(b) Lat
K ={[4]. | A€M},

d.v.s K ar mingden av ekvivalensklasser i M med avseende pa ~.
Definiera relationen ¥ pa K via

[A]¥[B] om och endast om A’ = B’ for nigot A’ € [A] och n&got B’ € [B].

Visa att U &r en partiell ordning.

(c) Finns det nagra minimala/maximala element i Ky ? Finns det ett storsta/minsta
element i Kg?

(d) Ar Ky en Boolesk algebra?

(e) Om vi begrénsar antalet variabler i vara utsagor till n, hur ménga element har
da Ky?

12. Lat ~ vara en ekvivalensrelation pa en mangd M och 14t
D={ACM| omz,yc Adaz~y}

Lat P vara delméngdsalgebran pa D. Visa att de maximala elementen i den partiella
ordningen P &r ekvivalensklasserna for ~.



