DISKRET MATEMATIK E3 HEMUPPGIFTER 5
HT 01

Motivera alla svar. Spara losningarna (med kommentarer) nér ni far tillbaka dem.

(1)

(vii)

Uppvirmning

Lat G vara en #éndlig graf och 14t d(x) beteckna graden av noden z. Visa att ) . 6(z)
ar ett jAmnt tal. Visa dven att antalet noder av udda grad &r jamnt.

Lat T vara ett godtyckligt trdad med n noder. Bestdm 7':s kromatiska polynom.
Bestdam det kromatiska polynomet (pé& lamplig form!) for den fullstindiga grafen K.

Hur ménga Eulercykler finns det i K,, (den fullstindiga grafen p& n noder)? Hur
ménga Hamiltoncykler? Tva cykler bor betraktas som samma cykel om de innehéller
samma kanter.

Visa att G ar ett trdd omm det finns en unik stig mellan varje par av noder.
Visa att komponenterna i G utgor en partition av noderna i G.

Tink er en kub i R® av sidlingd tre som &r uppdelad i enhetskuber med heltalshérn.
Gor en nod av varje enhetskub och lat tva noder vara grannar om deras kuber delar
en sida. Finns det n&gon vig som bdérjar i en hornkubsnod, slutar i mittenkubens nod
och som besoker varje nod exakt en gang? Ledning: Farga grafen med X(G) farger.

Att ldmna in tisdag den 16 oktober

(a) Bestdm det kromatiska polynomet for grafen i marginalen. Kolla att ditt svar
ger ritt virden (men lamna inte in utrdkningarnal). (168, 1560, 7560)

(b) P& hur ménga sitt kan denna graf delas upp i k stabila mangder? (Ge ett svar Uppgift 1 &r
for varje k dir svaret ér nollskilt). Observera att i varje sddan uppdelning skall vérd minst 6

varje nod tillhora exakt en (stabil) mangd. podng
(¢) Vilket ér det storsta heltalet som delar alla virden pé detta kromatiska polynom?
Ledning (f6r hela denna uppgift): Skriv polynomet i réitt bas.
b d
. Titta pa grafen i marginalen. Fran b finns det fler riktade viagar av lingd 6 till en av
noderna &n till alla de andra. Vilken?
Bonus: For varje & € N verkar det finnas lika manga vigar av lingd 2k + 1 fran b till c
a som till ¢ och d och exakt en firre till b. Kan ni forklara det? (det kan inte jag).
En graf ar bipartit om den kan delas upp i tva stabila méngder. a
En Hamiltoncykel i en graf dr en cykel som besoker varje nod exakt en gang (forutom
att den borjar och slutar i samma nod).
Lat G vara en bipartit graf med ett udda antal noder. Visa att G inte kan ha en
Hamiltoncykel. For full podng krévs hér ett kort men klart bevis!
Lat G vara en sammanhéngande plan graf dér varje omrade begrinsas av exakt 3 En graf ir
kanter. Visa att antalet kanter ar lika med 3n — 6, dir n &r antalet noder. Plin om den
an ritas i
Ni far anvinda Eulers sats (i en plan graf med n noder, k kanter och f omraden géller planet utan

f —k+n=2. Observera att det alltid finns ett omrade "utanfor” grafen.). korsningar



Bonusproblem (Samarbete tillaitet denna ging men skall redovisas)

. Komplementet till en graf G &r grafen med samma noder som G men dir tva noder
dr grannar om och endast om de inte dr det i G.

Lat G vara komplementet till en graf som inte dr sammanhéngande. Visa att avstandet
mellan tva noder i G aldrig &r storre én 2. (Héar kan du f& 3 podng om du ger ett mycket
kort (men klart) bevis, men problemet ar egentligen det som efter foljer).

Beskriv (s& enkelt som mdjligt) alla grafer som dr sammanhéngande och har samman-
hingande komplement. (for denna del kan ni f& 5 poéng).

. Lat G vara komplementet till grafen e—e—e— ... —o«—e—o . Bestdm G:s kroma-
tiska polynom.
Ledning: Skriv polynomet i ratt bas.

. Lat d(v) vara graden av noden v och « som i 6vning 3 nedan. Visa att

1
CE(G) Z Z W’

dér v loper over alla noder i G. (Det hér &r kanske alltfor svart; det enda beviset jag
kanner till anvinder sannolikhetslara.)

Ytterligare 6vningar

. Lat G vara en andlig riktad graf som &r acyklisk, d.v.s som inte har nagon riktad
cykel. Visa att G har en kdlla, d.v.s en nod med inga kanter riktade till sig. Visa att
G dven har en sdnka, d.v.s. en nod med inga kanter riktade fran sig.

. Visa att en graf G har dtminstone (g) kanter dar k = X(G).
. Lat a(G) vara antalet noder i en storsta stabil méngd i G. Visa att X(G) > |G|/a(G).

. L&t G vara en dndlig riktad graf dér varje nod har ndgon kant riktad fran sig. Visa
att G har en cykel. Géller detta om grafen inte behdver vara édndlig? Om svaret ar ja,
ge bevis, men beskriv annars ett motexempel.

. Bestém det kromatiska polynomet till n-cykeln. Ledning: Induktion.

. Definiera relationen R pa noderna i en riktad graf G genom
xRy <= det finns en riktad vig fran x till y i G.

Ge nédvindiga och tillrackliga villkor pa G for att R skall vara en partiell ordning.
Gor 16sningen sa kortfattad som mdjligt!

. Visa att varje dndlig graf med minst tva noder har tvd noder av samma grad.

. Férga en graf G s& hir: Vilj ndgon stabil mingd i G som har stérsta mojliga antal
noder. Ge dem férgen 1. Avldgsna dessa noder och alla deras kanter frdn G och gor
samma sak med den nya grafen, fast nu med férg 2. Fortsétt tills alla noder &r fargade.
Hur ménga farger har vi anvént (fler &n X(G))?

. Lat oss istéllet i varje steg vilja en maximal stabil méangd, d.v.s. en stabil midngd som
inte kan utokas med ndgon nod utan att bli instabil. Vad blir svaret nu?

Bara nod-
vindiga och
tillrackliga

villkor. Inget
annat! (Utom
motiveringen)



10. Lat G vara en graf och 14t M vara matrisen vars rader indexeras av noderna i G, vars
kolonner indexeras av kanterna i G och s& att elementet pa plats (i,7) & 1 om kant @ b
j har sin ena dndpunkt i nod ¢ och 0 annars. Visa att en mingd av kolonner i M : ;I
ar linjart beroende Over Zg om och endast om den motsvarande méngden av kanter
innehéller en cykel. (En méngd A av vektorer &r linjart beroende dver Zs om summan
av nagon icke-tom delméngd i A &r nollvektorn (modulo 2).)

Bonus(5p): Lat A och B var tva delgrafer! i en graf G och antag att A och B bada
ar cykelfria (de ar alltsd trad eller skogar). Om A har fler kanter &n B, visa att négon
kant i A kan ldggas till B utan att vi far en cykel.

[SYRCIIES JIES]
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Bonusdelen kan 16sas med hjilp av linjar algebra. Den kan ocksa losas direkt. I det
fallet &r det kanske enklare att forst ténka sig att A och B ar trad.

'En delgraf till en graf G 4r en delmsngd H av noder i G tillsammans med en delmingd av de kanter
i G som ligger mellan noder i H.



