[Ur kompendiet TILLAMPADE DISKRETA STRUKTURER av J. Brzezinski och J. Stevens|

Kapitel 12

EN KORT INLEDNING TILL
GRUPPKODER

I ménga kommunikationssystem 6versdtter man information till foljder av nollor och ettor.
Antag att man vill séinda tvd meddelanden A och B. Det enklaste séttet ar att Gversitta:
A — 0,
B — 1
Overforingen sker med hjilp av t ex ledningar eller radiovigor eller pa nigot annat sitt.
Resultatet kan bli att beroende pa storningar i kommunikationskanalen nollan férvandlas till

en etta eller tvirtom. Finns det ndgon mojlighet att skydda sig mot en sddan stérning? En
mojlig 16sning &r att upprepa A och B till exempel tva ganger dvs

A +— 00,
B +— 11

Om den mottagna sekvensen dr nu 01 eller 10 s& kan man konstatera att det har intréffat
ett fel. Med andra ord kan man upptécka ett fel. Lat oss g& vidare och upprepa A och B tre
ganger dvs

A +—s 000,

(12.1) B — 111.

Situationen har forbéttrats avsevirt. Om det intréffar hogst ett fel i A eller B s& far man
foljande sekvenser av signaler:

A +—> 000,100,010, 001,
B +— 111,011,101,110.
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Nu kan man inte bara upptéicka hogst ett fel utan ocksa korrigera det. Om man nédmligen har
hogst ett fel i A s& far man en sekvens ur évre raden, ddremot ger hogst ett fel i B alltid en
sekvens ur nedre raden. Detta betyder att hogst ett fel i A kan aldrig leda till en sekvens som
ar ett resultat av hogst ett fel i B. Om man far en sekvens ur 6vre raden och man antar att
det har intréffat hogst ett fel s kan man korrekt avlisa meddelandet som A. P4 samma sétt
kan man sluta sig till B om man far en sekvens ur nedre raden.

Detta &r det enklaste exemplet pa en felkorrigerande kod. Rent allmént kan man beskriva
situationen pa f6ljande sdtt: Man har en méngd av meddelanden X och en metod att Gversétta
dessa meddelanden till sekvenser av 0 och 1. Lat C vara méngden av alla kodord. C' innehéaller
sekvenser av 0 och 1. Man brukar skriva Zs for att beteckna méngden bestdende av 0 och 1.
D4 skriver man Z% for att beteckna méngden av alla sekvenser (a1,as,...,a,) av 0 och 1 av
langden n. Man séger ockséd att Z &r mingden av binidra vektorer av ldngden n. T ex
bestar Z3 av féljderna 000,001,010,011,100,101,110,111 (fér enkelhets skull skriver vi hér
och i fortséttningen abc.. i stéllet for (a,b,c,...) om detta inte leder till missforstdnd). Mera
formellt kan man ocksé sdga att en kod &r en funktion

X — CCZy.

som mot olika element (=meddelanden) i X ordnar olika vektorer. Men enklast dr att betrakta
en kod som en delméngd till Z§. Déarfor antar vi f6ljande definition:

(12.2) Definition. Med en kod menar man en godtycklig delméngd C till Z%. O

Vad dr det som gor att koden C' i vart forsta exempel (12.1) kan korrigera 1 fel? Svaret &r
att hogst ett fel i ett av kodorden inte kan sammanblanda den resulterande vektorn med de
vektorer som man far d& hogst ett fel intriffar i ett annat kodord. Hur kan man uttrycka den
egenskapen i matematiska termer 7 Man kan séga att tva olika kodord méste skilja sig pa
minst tre olika stéllen. Detta &r just den férutsdttning som garanterar att ett fel i det ena
kodordet inte kan ge upphov till en vektor som &r ett resultat av ett fel i ett annat kodord.
Man kan forséka forestélla sig situationen geometriskt si att kodorden &r punkter och alla
vektorer som man kan fa ur ett kodord da hogst ett fel intraffar bildar en cirkel med centrum
i kodordet och med radien 1:

Olika cirklar kan inte Gverlappa for att garantera att varje vektor som skiljer sig fran ett
kodord pé hogst ett stélle skall kunna aterforas pa just detta kodord dvs pa cirkelns centrum.
Lite mera formellt kan man definiera avstandet mellan tva vektorer i ZZ:

(12.3) Definition. Lat a = (a1, aq9,...,a,) och b= (by,be,...,b,) vara vektorer i Z7. Talet
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d(a,b) = antalet ¢ sddana att a; # b;

kallas avstindet mellan a och b. Vi skall beteckna med d(C) det minsta avstandet mellan
tva olika kodord i C, dvs d(C) = mind(a,b) da a,b € C och a # b. O

Man séger ocksé att d(a, b) &r Hammingsavstandet mellan a och b. Det var R.W. Hamming
som ar 1950 publicerade den forsta intelligenta konstruktionen av felkorrigerande koder och
p& det séttet startade den algebraiska kodningsteorin. Vart forsta exempel (12.1) &r en sé
kallad repetitionskod dvs man upprepar varje meddelande ett antal ganger (hir 3 gnger).
Den metoden #r val-kénd (och beprévad av varje larare), men den ar tidskrdvande och dyrbar.
Hamming konstruktion visar att felkorrigering kan férverkligas pé ett mycket mera effektivt
sidtt. Hammingkoder &r enkla och mycket vanliga i olika datorsystem dar de anvénds for
felkorrigering.

Innan vi gar vidare 13t oss kort sammanfatta vara resultat. En 1-felkorrigerande kod &r
en méngd av vektorer C i Z4 sddan att avstidndet mellan olika kodord i C' ir minst
lika med 3 dvs d(C) > 3.

Hur kan man konstruera koder med den egenskapen dvs med d(C) > 37 Lt oss betrakta en
matris bestaende av nollor och ettor t ex

OO =
O = O
_o O

Betrakta ocksa alla vektorer x1x0z3T425 1 Zg som satisfierar det linjdra ekvationssystem vars
koefficienter bildar raderna i den matrisen. Vi s6ker alltsa alla 16sningar till ekvationssystemet:

1 + x2 + T3 =0
ry + x4 = 0
T2 + Irs = 0.

Vi vill hitta alla l6sningar som dr sekvenser av 0 och 1. Additionen och multiplikationen av 0
och 1 &r inte de vanliga utan bindra dvs vara rékneoperationer foljer féljande lagar:

+]0 1 « [0 1
0[]0 1 0[0 0
11 0 1[0 1

P3 det séttet &r t ex 1 +1 =0 dvs 1 = —1. Det intressanta &r att dven i detta fall géller alla
formella riknelagar kidnda for vanlig addition och multiplikation av vanliga tal dvs man har
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associativiteten, kommutativiteten fér bade addition och multiplikation, distributiviteten for
multiplikation med avseende for addition osv. Lat oss 10sa ekvationssystemet! Vi far latt att

r3 = 1 + T2
Ty = 1
Irs = 9.

(Observera att minustecken kan ersittas med plustecken i den binéra aritmetiken!) Nu kan vi
valja for 1 och z9 helt godtyckliga virden 0 och 1. D& far vi motsvarande virden for z3, x4
och z5. Resultatet ar féljande:

T I9 r3 T4 Iy
0 O 0 0 O
0 1 1 0 1
1 0 1 1 0
1 1 0 1 1

Nu har vi faktiskt konstruerat en 1-felkorrigerandekod. Vi kan anvinda den koden for att
sinda 4 meddelanden, sig A, B, C, D dvs

r1 9 +——> T1 X9 I3 T4 Is

A =0 0 — 0 0 0 0 O

(12.4) B =01 +~— 0 1 1 0 1
c =1 0 — 1 0 1 1 0

D =11 — 1 1 0 1 1

Det ar latt att kontrollera avstdnden mellan olika kodord och konstatera att d(C) = 3. Den
konstruktionen dr redan en liten framgang. Om vi anvénder den naiva kodningsmetod som
garanterar att ett fel kan korrigeras dvs om vi anvénder repetitionskoden sd har vi féljande
oversittning:

A = 00 — 00 00 00
B = 01 ~— 01 01 01
¢ = 10 — 10 10 10
D =11 ~— 11 11 11

Kodorden har alltsd lingden 6. Kodorden i koden (12.4) har lingden 5. Om antalet signaler
ar stort kan vinsten vara mérkbar. Vi skall diskutera den aspekten nérmare om en stund da
vi konstruerar Hammingkoder.

Hur kan man rent allmént konstruera liknande koder? Vad &r det som gor att matrisen H ger
upphov till en kod som &r battre &n repetitionskoden ? En mycket viktig egenskap hos den
sista koden har en stor betydelse i samband med kodkonstruktioner:
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(12.5) Definition. Man séger att en kod &r linjir eller en gruppkod om summan av
tva godtyckliga kodord ocksd &ar ett kodord. Kodorden summeras som vektorer dvs om a =
(a1,a2,...,an) och b= (b1,b2,... ,bn) s& ar

a+b=(a1+bi,a2+by,...,an +bp).
O

Den nyss konstruerade koden dr linjdr. Den egenskapen &r enkel att kontrollera direkt, men
man kan siga rent allmént att summan av tva losningar till ett linjért ekvationssystem med
hoger-leden lika med 0 ocksé ar en 16sning till ett sddant system. Man kan 14tt inse det direkt,
men man kan ocksd anvinda sig av matrisbeteckningar:

(12.6) Sats. Om H dr en bindr matris med n kolonner sd bildar alla losningar x € ZY till
ekvationen Hx = 0 en gruppkod™.
Bevis. Om Ha =0 och Hb =03 ér H(a+ b) = Ha+ Hb = 0. O

Matrisen H brukar kallas paritetsmatrisen eller kontrollmatrisen av koden bestaende av
alla 16sningar till Hx = 0. Om matrisen H har k rader s viljer man ofta den sa att de sista
k kolonnerna bildar enhetsmatrisen (med k rader och k kolonner). D& siger man att matrisen
H 4r normaliserad. Det dr en férdel att ha en normaliserad matris dérfér att man da hittar
losningarna till ekvationen Ha = 0 mycket enkelt (se t ex dvning (12.2)).

Omvéndningen av den sista satsen dr ocksd sann:

(12.7) Sats. Varje gruppkod C C Z% bestdr av alla losningar till en matrisekvation Hx = 0,
ddr H ar en bindr matris med n-kolonner.

Detta péstédende ar inte svart att bevisa, men det blir mycket enklare att gora det senare i
kursen d& vi aterkommer till kodningsteorin.

For gruppkoder kan man relativt 1dtt undersoka avstdnden mellan olika kodord dvs berdkna

d(C).

(12.8) Definition. Med vikten av a = (a1,a9,...,a,) menas

w(a) = antalet ¢ sddana att a; # 0.

Med vikten av en kod C menar man den minsta vikten av nollskilda kodord dvs w(C) =
min w(a) da a # 0. O

*Observera att i den texten uppfattas vektorer alltid som kolonnvektorer da de multipliceras
med matriser.
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Det visar sig att d(C) = w(C) om koden C é&r linjar. For koden (1.4) konstaterar man med
ett ogonkast att minimum av w(a) &r just 3 d& a # 0. Vi visar denna egenskap helt allmént,
men forst antecknar vi nagra enkla samband mellan avstandet och vikten:
(12.9) Sats. Ldt a,b,c € Z%. Dd galler:
(a) d(a,b) = w(a —b),
(b) w(a +b) < w(a) +w(b),
(c) d(a,b) <d(a,c)+d(c,b).
Bevis. Lit a = (a1,a9,...,a,) och b= (b1,bs,...,b,). (a) f6ljer omedelbart ur definitionerna
av d och w: a; # b; ar ekvivalent med a; — b; # 0. Om a; + b; # 0 s& ar a; # 0 eller b; # 0.
Detta bevisar (b). Nu ér:

d(a,b) =w(a—b) =w(a—c+c+b) <w(a—-c)+w(c—>b) =d(a,c)+d(c,b),
vilket visar (c). O

Nu kan vi visa likheten mellan minimalavstdndet och vikten i gruppkoder:

(12.10) Sats. Ldt C vara en linjar kod. Dé ar w(C) = d(C).

Bevis. Lat w(C) = w(a). D ar
w(C) = w(a) = d(a,0) > d(C).
Lat d(C) = d(a,b). Da ér
d(C) = d(a,b) = w(a —b) > w(C).
ty a—b e C. Alltsa &r d(C) = w(C). 0

Nér vi véljer en matris H som skall ge en kod som korrigerar 1 fel méste vi se till att d(C) =
w(C) > 3. Detta betyder att det inte kan finnas l6sningar till ekvationssystemet med vikten
1 eller 2. Vad betyder det att en 16sning har vikten 17 Vi kan ténka oss en matris

0 0 1 0
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dar varje * betyder 0 eller 1. Om en vektor med exakt en etta satisfierar alla ekvationer som
svarar mot raderna i den matrisen s& méste kolonnen under ettan bestd av enbart nollor. Med
andra ord &r vikten av alla kodord # 0 minst 2 om det inte finns en nollkolonn i matrisen H.
Lat oss nu formulera ett 1ampligt villkor som garanterar att det inte finns kodord av vikten 2.
Om det finns ett sddant kodord med exakt tva ettor:

0 0 0 1 0

a * a' *
%k b * v *
ok T % z! *

s& maste summan av kolonnerna under de tva ettorna vara lika med nollkolonnen. Med andra
ord dr vikten av alla kodord skild frdn 2 om summan av tva godtyckliga kolonner inte &ar
nollkolonnen. Detta villkor kan formuleras enklare. Vi har a + o' = 0 exakt d& a = o’ (ty
a' = —d'). Summan av tva kolonner &r alltsd nollkolonnen exakt d& dessa kolonner ar lika. Nu

kan vi formulera vara slutsatser.

(12.11) Sats. En binar matris H definierar en kod vars vikt ar minst 3 dé och endast da
alla kolonner © H ar olika och ingen av dem dar nollkolonnen.

Med den kunskapen kan vi nu konstruera Hammingkoderna. Tag t ex matrisen

0 001111
Hz3=]0110011
1010101

Kolonnerna i Hg &r alla mojliga sekvenser av tre stycken 0 och 1 utom nollsekvensen. Den
kod som bestar av alla l6sningar till motsvarande ekvationssystem &r just en Hammingkod.
Lat oss skriva ut alla kodord. Ekvationssystemet ser ut s& hir:

s + 5 + ¢ + 7 = 0,
ro + x3 + g + xz7 = 0,
T + r3 + Ty + z7 = 0.
Man far 14tt
rT = x3 + x5 + X7,
(12.12) T2 = T3 + ®g + w7,
Ty = T5 + T + x7.

s& att x3,xs,xg,z7 kan viljas godtyckligt som 0 eller 1, medan z1,z2 och x4 dérefter kan
berdknas. P4 sa sédtt har man 16 kodord:
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r3 Ty Tg Ty +——> X3 Ty Teg T T1 T T4
o 0 0 0 ~—= 0 O O O 0 o0 O
O 0 01 »~— 0 O O 1 1 1 1
0O 0o 1 0 -0 O 1 O O 1 1
o 0 11 ~— 0 O 1 1 1 0 O
0O 1.0 0 =~ 0 1 0 O 1 0 1
0 1.0 1 ~— 0 1 0 1 0 1 0
o 1.1 0 — 0 1 1 0 1 1 O
(12.13) 0 1 1 1 ~— 0 1 1 1 0 0 1
1 0 0 0 -1 O O O 1 1 O
1 0 0 1 =~ 1 0 O 1 0 0 1
1 0 1. 0 ~—-1 O 1 O 1 0 1
1 0 11 =~ 1 0 1 1 0 1 O
11 0 0 ~—~ 1 1 O O 0 1 1
11 0 1 =— 1 1 O 1 1 0 O
11 1 0 =~ 1 1 1 O O 0 O
11 1 1 +~— 1 1 1 1 1 1 1.

Icke-ovantat far man en kod som korrigerar ett fel. Den koden &r en av de mest kidnda och
vanliga i samband med olika datortillimpningar. For att testa den 1at oss anta att man vill
sdnda 10 000 signaler och ha mdjligheten att korrigera ett fel. En vanlig repetitionskod kréver
d& att man upprepar varje signal 3 ganger dvs man maste sénda 30 000 signaler. Hur anvéinder
man Hammingkoden? Man kan dela de 10 000 signalerna i 2 500 paket om 4 signaler vart.
Dérefter kan man &versitta varje sekvens av 4 signaler till en sekvens av 7 signaler i enlighet
med var konstruktion dvs enligt (12.13). Man far sammanlagt 17 500 signaler. Pa det séttet
kan man korrigera ett fel och samtidigt sinda bara 7 500 extra signaler (mot 20 000 for
repetitionskoden).

Kodorden i koden (12.13) ar vektorer (a, b, ¢, d,a+b+d,a+c+d,b+c+d) dér vi har betecknat
z3 = a,r5 = b,xg = ¢,z7 = d och riknat ut de sista koordinaterna enligt (12.12). a, b, c,d
kallas ofta informationssymboler — de svarar entydigt mot olika meddelanden. De sista tre
koordinaterna utgor kontrollsymboler (eller checksymboler). De finns for att mojliggora
felkorrigering. En liknande situation ar vél-kéind fran vara personnummer — den sista siffran
ar en kontrollsiffra som gor det mojligt att ibland upptécka ett felaktigt personnummer.

Hammingkoder kan naturligtvis konstrueras fér en godtycklig kolonnldngd. Med andra ord kan
man f6ér varje n definiera Hammingmatrisen H,, vars kolonner &r alla mdjliga # 0 vektorer
i Z% (tidigare har vi anvint Hg). Rent allmént &r antalet kolonner i matrisen H,, lika med
2™ — 1. Ett praktiskt sitt att generera alla kolonner &r att skriva talen 1 till 2" — 1 som
binéra tal. En sddan matris definierar en kod som har 2" — n — 1 informationssymboler och n
kontrollsymboler. Det finns nédmligen exakt n kolonner som innehaller precis en etta — dessa
kolonner motsvarar kontrollsymbolerna, ddremot de 6vriga variablerna kan véljas godtyckligt.
Eftersom antalet kolonner &r 2" — 1 si dr antalet informationssymboler (2" — 1) — n. En
sddan allmén konstruktion (fér godtyckliga n) gavs av M.J.E. Golay samma &r d& Hamming
publicerade koden for n = 3 (se T.M. Thompsons bok “From error-correcting codes through
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sphere packings to simple groups”, The Carrus Mathematical Monographs, MAA, 1983, fér en
mycket intressant diskussion av den tidiga kodningsteorins historia).

Efter Golays och Hamming grundliggande arbeten utvecklades den algebraiska kodningsteorin
mycket intensivt. Under 50- och 60-talet konstruerades ménga nya klasser av hogeffektiva
algebraiska koder. Hammingkoderna korrigerar 1 fel. For praktiska tillaimpningar dr det ofta
tillrackligt. Men det finns situationer dd man vill ha béattre koder t ex vid 6verforing av bilder
pa stora avstand. Dérfor betraktar man koder som réattar storre antal fel.

(12.14) Definition. Man siger att en kod C detekterar ¢ fel om ett mottaget ord ses inte
vara ett kodord nir hogst ¢ fel har intréffats vid sindningen. Koden korrigerar ¢ fel om dven
nér hogst ¢ fel intriffats det mottagna ordet kan avkodas till ordet som sénts. O

(12.15) Sats. En kod C detekterar t fel om d(C) >t och korrigerar t fel om d(C) > 2t.

Bevis. Lat d(C) > t. Antag att man sénder a och tar emot a varvid antalet fel i kanalen ar
hogst t. D& ar d(a,a) <t sd att @ inte dr ett kodord eller @ = a. Det &r inte mojligt att a
ar ett annat kodord, ty avstdndet mellan olika kodord &r minst ¢ 4+ 1. Mottagaren kan alltsa
upptécka att hogst ¢ fel intraffats vid sindningen (@ &r ett kodord betyder inga fel; @ dr inte
ett kodord betyder att det foreligger minst 1 och hogst ¢ fel).

Lat nu d(C) > 2t och antag som tidigare att man sédnder ut a, tar emot @ och antalet fel
i kanalen &r hogst ¢t s& att d(a,a) < t. Nu kan man péstd att a dr det kodord som ligger
narmast a. Hade det funnits ett annat kodord b sddant att d(a,b) < ¢ s& skulle det innebéra
att

d(a,b) < d(a, &) + d(a,b) < 21,

vilket strider mot antagandet d(C) > 2t. O

Huvudprincipen vid avkodning i kodningsteorin dr forutsittningen att om den
mottagna féljden dr a och ett kodord a ligger nirmast a s4 avkoderar man a som
a. Den principen foljer sunt féornuft men den bekriftas &ven av berdkningar av sannolikheten
— om a dr den mottagna foljden och d(a,a) < d(b,a), dir a, b dr kodord s dr sannolikheten
att det ursprungliga kodordet var a storre &n sannolikheten att det var b (den berdkningen
ar mycket enkel). Villkoret d(C) > 2t i satsen ovan garanterar alltsd att man kan genomfora
avkodning i enlighet med avkodningsprincipen ovan om antalet fel vid séndningen ar < .

Hur kan man konstruera koder som korrigerar stérre antal fel? Vi skall begrénsa oss till linjéra
koder darfor att koder utan algebraisk struktur (med en algebraisk strukturen menar vi att
summan av tva kodord &r ett kodord igen) &r betydligt svarare att hantera.

Lika enkelt som i sats (12.11) kan vi konstatera att en konstruktion av en linjdr kod som réttar
t fel innebér en konstruktion av en matris H med foljande egenskap:

(12.16) Sats. Alla losningar till ekvationen Ha = 0, dar H dr en matris, bildar en kod som
korrigerar t fel om H saknar nollkolonner och summan av hdgst 2t kolonner aldrig ger en
nollvektor.



10 EN KORT INLEDNING TILL GRUPPKODER

Observera att summan av tva kolonner ar en nollvektor exakt di dessa kolonner ar lika.

Bevis. Som i sats (12.11) har man w(x) > 2t + 1 d& Hz = 0 och « # 0 darfor att likheten
Hz = 0 innebér att summan av de kolonner som svarar mot nollskilda koordinater i & &r lika
med nollvektorn. Alltsa &r vikten av koden bestéende av alla vektorer & minst 2¢ + 1, vilket
innebér att koden rattar ¢ fel. O

Tyvarr ar det inte sa latt att konstruera matriser H med den egenskap som kravs i satsen —
Hammingsmatriserna &r ett séllsynt undantag. Men det finns manga andra mycket intressanta
konstruktioner. I senare delen av kursen kommer vi att bekanta oss med en sddan konstruktion
som leder till en mycket viktig klass av s.k. BCH-koder. I detta kapitel stannar vi dock vid
Hammingkoder och nagra enkla konstruktioner av gruppkoder i samband med 6vningar.

Vi skall avsluta detta kapitel med tva praktiska problem i samband med kodning och av-
kodning. Det &r inte svart att l6sa matrisekvationer Hx = 0, men om matrisen H &r stor
kan problemet vara besvirligt. Det finns en mycket enklare metod som gor det mdéjligt att
alstra linjéra koder. Lat G vara en binir (n x k)-matris. Om a #r en vektor i Z& sa ir Ga
en vektor i Z%. Pa det sdttet far man en linjir kod i Z7. Man séger att matrisen G &r en
generatormatris for den koden.

(12.17) Sats. Lat G wvara en bindr (n X k)-matris. Dé bildar alla vektorer Ga med a € 7%
en linjér kod C i Z7.

Bevis. Om Ga, Gbe C sd Ga + Gb=G(a+b) € C. O

(12.18) Exempel. (a) Lat

G =

_ o
—_ = O

Kodorden ar Ga dir a = (a1, a2), a; € Zg dvs:

00 — 000,
01 — 011,
10 — 101,
11+ 110.
(b) Lat
G =

O = = O O =
_ =0 O = O
—_ O =~k OO
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Nu &r kodorden Ga, dir a = (a1,a2,a3), a; € Zy dvs

000 ~ 000000 100 — 100110
001 ~ 001101 101 — 101011
010 ~ 010011 110 — 110101
011 ~— 011110 111 — 111000

O

(12.19) Anméirkning. Man kan visa utan storre problem att varje gruppkod har en ge-
neratormatris. Se vidare 6vning 12.9 som visar hur man konstruerar en generatormatris G
da paritetsmatrisen H &r given. Lat oss observera att generatormatrisen ger en mycket enkel
mojlighet att skriva ut kodorden — alla kodord fas som produkter Ga. Om man t ex vill alstra
koden med hjélp av en dator behdver man endast lagra matrisen G. Lat oss ocksd observera
att om

a1 a2 ... Gk
agy a2 ... Gz
G=[g g - &]= : : R
anp1 Aap2 ... Qpg
dar g; = (a14, 09, ---,0n;) sd ar Ga = a1g1 + a2g2 + ... + axgr d& a = (a1, a9, ... ,a;). Detta

innebér att koden med generatormatrisen G bestér av alla linjarkombinationer av kolonnerna
i matrisen G. Om kolonnerna i denna matris &r linjart oberoende 6ver Zsy dvs en linjarkombi-
nation Ga = a181 + as82 + ... + axgr = 0 endast da a; = a2 = +++ = a; = 0, sa séger man
att matrisen G genererar en kod av dimensionen k. En sadan kod bestar av 2¥ vektorer dérfor
att alla vektorer Ga di a € Zk ir olika. En gruppkod C' C Z% kallar man fér en (k,n)-kod.
Ofta betraktar man matriser G i vilka de forsta k raderna utgor en (k x k)-enhetsmatris. D&
sdger man att matrisen G dr normaliserad. Det &ar en férdel att ha en normaliserad matris
dérfor att kodorden Ga har da informationssymbolerna pé de forsta & platserna och kontroll-
symbolerna (checksymbolerna) pé de sista n — k.

O

I praktiska sammanhang ar det oftast mycket viktigt att kunna relativt 14tt genomfora av-
kodning. Hammingkoderna &r mycket enkla att hantera just i detta avseende. Innan vi visar
hur man kan genomfora avkodningen av dessa koder 13t oss dgna négra ord at det allménna
avkodningsproblemet.

Antag att man man har en linjér kod C som korrigerar ¢ fel och bestar av alla l6sningar till
Hx = 0. Antag vidare att det verkligen intréffar hogst ¢-fel vid séndningen. Antag att man
sidnder ett kodord a och tar emot en vektor a, dir a = a + €. Vi skall kalla e for felvektor.
Om vi kiinner denna vektor da kan vi genomféra avkodning pé ett mycket enkelt sdtt:
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(12.20) a=a-+e,

ty a+e =a+e+e =a (tink pa det att € + € = 0). Hur kan man bestdmma felvektorn med
ledning av a?. Vi skall visa att man kan gora det genom att berdkna Ha. Vi har

Ha = H(a + €) = He,

ty Ha = 0 eftersom a &r ett kodord.

(12.21) Definition. Om C &r en linjar kod bestidende av alla lsningar till Hxz = 0 och a
ar den mottagna vektorn da a har sints si kallas vektorn Ha for felsyndrom. O

Observera att felsyndrom endast beror pé felvektorn e. Det visar sig att hogst ¢ fel i den
mottagna vektorn ger en mojlighet att rekonstruera kodordet med hjilp av felsyndromet:

(12.22) Sats. Ldt C vara en linjar kod som korrigerar t fel. Om vid transmission med hjdlp
av C intriffar hogst t fel sa ger olika felvektorer olika felsyndrom.

Detta innebdr att man t ex kan tabulera alla felsyndrom som svarar mot olika felvektorer av
vikt hogst t. Ur en sddan tabell kan man avlésa felvektorn med ledning av felsyndromet. P&
det séttet kan man genomfora felkorrigering (dvs avkodning) enligt (12.20).

Bevis. Om € # €’ dr tva olika felvektorer, s méste felsyndromen He och He’ vara olika ty
likheten He = He' ger H(e — €') = 0, vilket ar omdojligt darfor att vikten av € — €’ # 0 ér
hogst 2t. O

(12.23) Exempel. Nu kan vi visa hur man kan genomféra felkorrigering med hjélp av
Hammingkoder. Vi skall begrénsa oss till koden H3 som vi betraktade tidigare. Felvektorerna
4r 0000000 (inget fel alls — den mottagna vektorn &r ett kodord) och alla vektorer i ZJ med
exakt en etta och sex nollor. L&t oss berdkna felsyndromen Hse:

€. H3€ :
0000000 +~— 000
1000000 ~— 001
0100000 +— 010
0010000 +— 011
0001000 +~— 100
0000100 +— 101
0000010 +— 110
0000001 +~— 111
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Nu observerar vi att felsyndromen &r helt enkelt kolonnerna i matrisen Hg — felet i 1:a ko-
ordinaten ger forsta kolonnen i denna matris, felet i 2:a koordinaten ger andra kolonnen osv.
For att korrigera eventuella fel multipliceras den mottagna vektorn med Hz. Om man far
nollvektorn &r transmissionen korrekt — den mottagna vektorn &r ett kodord. Om man far
k-te kolonnen i matrisen Hg &r felet i k-te koordinaten och man méste addera 1 till denna for
att fa ett kodord. O

Tyvérr &r avkodningsproblemet langt ifran lika enkelt for andra kodklasser.

Varje kod C har viktiga parametrar — langden av kodorden, deras antal och antalet fel som
koden korrigerar. Om C' C Z7 sa bestar C av en del av alla 2" vektorer. Om C &r linjar och
har generatormatrisen med k linjért oberoende kolonner s3 har koden 2* kodord, dir k < n.
Dess dimension &r da lika med k.

(12.24) Definition. Lat C vara en kod i Z% av vikten w(C) = d med |C| kodord. Talet
R = logfli (R = “rate”) kallas hastigheten av koden och talet % relativa vikten av koden.
Om koden ér linjir av dimensionen k si &r R = £ (ty |C| = 2F). O

(12.25) Anmaéirkning. Talen

x(0) = "9, y(e) =&l

n n

ligger bégge i intervallet [0,1]. Nar man konstruerar koder dr man ofta intresserad av att dessa
tva tal dr sd ndra 1 som mdjligt. Ju ndrmare 1 desto fler fel korrigerar koden och desto mer
meddelenden kan den &verféra. Men det finns en klar motséttning mellan dessa strivanden.
En ganska intensiv matematisk forskning &r inriktad pa en understkning av méngden av alla
punkter (z(C),y(C)) i kvadraten [0,1] x [0,1] som svarar mot alla mdjliga koder. Lat oss
observera att for Hammingkoderna ar z(Cy,) = 1/(2" — 1) och y(Cyr) = (2" —n —1)/(2" —1).
Alltsé (z(Cyp),y(Cr)) — (0,1) d& n — oo. Det var forst i mitten av 60-talet d& en rysk
matematiker V.D.Goppa konstruerade sekvenser av koder C), sddana att bade z(Cy,) och y(Cy,)
konvergerar mot en punkt (z,y) med zy # 0. Dessa problem har en mera teoretisk karaktér
och sysselsdtter manga matematiker. De kréver ofta mycket djupa kunskaper i &mnet. O

Historiska anmirkningar. Som bérjan av kodningsteorin kan man betrakta arbeten av tre
amerikanska matematiker: C.E. Shannon (“A mathematical theory of communication” fran
1948), M.J.E. Golay (“Notes on digital coding” frén 1949) och R.W. Hamming (“Error de-
tecting and error correcting codes” fran 1950). Shannons arbete lade grunden f6r matematisk
informationsteori, och &ven om hans huvudresultat tillhor s k statistisk kodningsteori (i den
spelar sannolikhetsléra viktigare roll &n algebra) hade det en mycket stor betydelse for utveck-
lingen av den algebraiska kodningsteorin. Shannon och Hamming sysslade med telekommuni-
kation vid Bell Laboratories i New Jersey (USA), ddremot ledde Golays vig till koder fran
spektrografi. Kodningsteorin skapades alltsd direkt fran bérjan som en matematisk teori med
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syfte att 16sa mycket konkreta tekniska problem. Under de ar som har gatt fran 1948 publice-
rades flera tusen visentliga bidrag till den algebraiska kodningsteorin, och den matematiska
apparat som man anvénder for att 16sa dess problem omfattar nu mycket avancerade teorier
som ofta har en ganska abstrakt karaktdr. Samtidigt utvidgas tillimpningsomradena av den
algebraiska kodningsteorin, speciellt i samband med utvecklingen av datatekniken.

OVNINGAR

12.1. Kodera tre meddelanden A, B, C, si att minimiavstandet mellan kodorden blir
(a) 3, (b)4, (c)5.

12.2. L&t H vara en kontrollmatris for en kod C. Skriv ut alla kodord och bestam antalet fel
som koden korrigerar da:

101100 011000
@H=|1000 |, ®E=|2 (m=]| 0%
011001 1101 010010

100001

12.3. Skriv ut alla kodord samt bestdm vikten och hastigheten for den kod som har generator-
matrisen G d&

(10 é ? 1
(a) G = 1], (G= ,  (G=[1][,
11 b 1
L . 10
101 00 1
01 1
01 010
@G=|11]|, ()G=
100
0 1
Lo 110
. . (101 1|

Hur méanga fel detekterar och korrigerar dessa koder?
12.4. Lat a,b,c, € Z3. Visa att
(a) d(a+c,b+c) = d(a,b).
(b) w(a +b) > |w(a) —w(b)|.
12.5. For a,b € 27, a = (a1,as,...,a,), b = (b1,be, ..., b,) definierar man
ab = (a1b1,a2bs, ..., anby).
Visa att w(a + b) = w(a) + w(b) — 2w(ab).

12.6. Lat C C ZP vara en kod. Man definierar en ny kod C' C ZI™' sa att for a =
(ay,a9,...,a,) € C dr a' = (ay,as,...,a,,8) € C',dir s = a1 +as + -+ + a,.

Exempel. Om 0 — 000, 1 — 111 &r koden C, s& &r C’ definierad s att 0 — 0000 och
1+ 1111. Detta innebér att man férldnger orden i C med en symbol som &r lika med
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12.7.

12.8.

12.9.

12.10.

12.11.

12.12.

12.13.

summan av de foregdende (modulo 2). Som vi ser i detta exempel Skar vikten av den
nya koden med 1, s& att den upptéacker ett fel mer dn C’.

(a) Konstruera koden C’ for koderna i évning 12.3. Ligg mirke till de situationer d&
man far en kod med storre vikt och till de d4 man inte har nagon vinst.

(b) Visa att om C ar en gruppkod, s& &r C’ en gruppkod.

(¢) Konstruera en matris som genererar C' d& G ar en matris som genererar C.
Konstruera en kod C' C Z$ som upptécker 3 fel.

Lat C' C Z3 vara en gruppkod.
(a) Visa att alla kodord i C med jdmn vikt bildar ocksé en gruppkod.
(b) Visa att antingen har alla kodord i C' en jamn vikt, eller hilften av kodorden har

jdmn vikt och den andra haélften har udda vikt.

(a) Lat C C Z¥ vara en gruppkod bestéende av alla losningar till ekvationen Hx = 0,
dér H &r en (k x n)-matris. Antag att H &r normaliserad dvs H = [P E|, dir E &r
(k x k)-enhetsmatrisen och P &r en (k X (n — k))-matris. Visa att matrisen

o[z

dr en generatormatris for koden C. Visa samtidigt att om G genererar koden s ar H
en kontrollmatris fér denna kod.

Bestdm generatormatriser fér koderna i 6vning 12.2.
Bestdm kontrollmatriser for koderna i uppgift 12.3.

Lat C vara en kod med en (n — k x n)-kontrollmatris H och en (n X k)-generatormatris
G.

(a) Hur forédndras koden d& man kastar om raderna eller kolonnerna i kontrollmatrisen?
Vad hénder d& man adderar en linjdrkombination av nagra rader till en annan rad?

b) Besvara samma fragor som i (a) om generatormatrisen ordet “rad” bytS ut mot ordet
g g
“kolonn”.

Anmirkning. Man skall observera att att alla dessa operationer leder till ovisentliga
forandringar av koden.

(c) Anta att koden C har dimensionen k. Visa att med hjilp av operationerna i (a)
(respektive (b)) kan H (respektive G) 6verforas pa en normaliserad form (man séger att
H och G kan normaliseras).

Lat C C Z? vara koden genererad av matrisen
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[1 1 1 07
0110
01 11
G=|0010
0 011
1 011
| 1 0 1 0
(a) Normalisera G.
(b) Bestdm en kontrollmatris och vikten av koden.
(c) Bestam alla felsyndrom for felvektorer av vikten < 1.
(d) Avkodera foljande f6ljder: 0011010, 0001111, 0101100.
(e) Los samma uppgifter (a) — (c) for koderna i vningen 12.2.

12.14. Perfekta koder. En gruppkod kallas perfekt om till varje vektor x € Z7 existerar
exakt ett kodord vars avstédnd fran x ar hogst ¢. Visa att Hammingkoderna ar perfekta.
Anmérkning. Om en kod C' C Z3 &r perfekt och har dimensionen k, s& bestar den av
2k kodord. For varje kodord finns

(R R I O I
1 2 t
olika vektorer som ligger pa ett avstand < ¢ frdn kodordet. Allts& har man identiteten:
k n n .. n = n
e () (5 )+ (3 )=
Den likheten &r svar att uppfylla vilket medfor att perfekta koder dr sillsyntal. Det finns
bara tre typer av sidana kodert: Hammingkoderna, koderna C' C Zg”’l bestaende av
00...0o0ch 11...1 (man upprepar 0 respektive 1 ett udda antal ganger) och en mycket
viktig (12, 23)-kod som korrigerar 3 fel. Den konstruerades av M.J.E. Golay &r 1949.
For (12,23)-Golay koden har man:
23 23 23
12 _ 923
2 [1+< 1 )-I—( 9 )-I—( 3 )]—2
12.15. Lat C C Z3 vara en gruppkod med 2* kodord som korrigerar 1 fel. Lat n = k + r. Visa

att k<2" —1—r.

tMen &ven om den &r uppfylld s& garanterar den inte existensen av en perfekt kod (texdam =178 n=
90, t = 2)
tSatsen bevisades av J.H. van Lint (1971) och A. Tietéviinen (1973).



