DISKRELDT MATEMATIK Lo
HT 01

Kromatiska polynom

Att farglagga en graf G ar att ge varje nod i G en firg si att inga grannar (tva noder
med en kant sinsemellan) far samma firg. Att firgligga G med (hogst) n firger innebar
att vi har n farger att vilja bland och skall anvdnda nagra av dessa for att fargligga

G.

Hér &r en mer precis definition.

Definition 1 Lat G vara en graf med nodméingd N. En firgldggning av G med n
farger &r en funktion f : N — {1,2,...,n} s att f(z) # f(y) om z och y har en
kant sinsemellan.

Definition 2 Lat G vara en dndlig graf. Det kromatiska polynomet till G ar funktionen
Xg(n), definierad for varje positivt heltal n som antalet farglaggningar av G med n
farger.

Observera att det kromatiska talet for G, X(G), ar lika med det minsta positiva heltalet
n for vilket Xg(n) &r storre dn 0. (Det kromatiska talet &r det minsta antal firger som
behovs for att fargligga G).

Det finns ingen snabb algoritm for att bestdmma det kromatiska talet till en graf G och
dérmed finns det inte heller ndgot snabbt sdtt att bestdmma det kromatiska polynomet
till G. Mer exakt tillhor dessa problem klassen NP, vilket innebér att det &n s ldnge
inte finns négon algoritm som i polynomiell tid ger svaren. (Huruvida det négonsin blir
mojligt dr en av de stora fragorna inom datalogi).

Ett sétt att bestdmma det kromatiska polynomet till en graf G ar foljande:

Sats 3 Given en dandlig graf G, och tvi olika noder a,b i G, sé att (a,b) inte dr en
kant 1 G, lat G, _p vara grafen som fas genom att lagga till en kant mellan a och b i G,
och ldt G,—p vara grafen som fas genom att ersditta a och b med en nod x sd att x har
en kant till varje nod som a eller b har en kant till 1 G. Dg dr

Xa(n) =Xa, ,(n) +Xg,_,(n). (1)

Bevis: Varje fargning av G dér a och b har olika firger motsvarar en firgning av G4—p
och omvint. Varje fargning av G dir a och b ha samma firg motsvarar en fargning av

Ga=p och omvint. ]
a b a b T
Xa(n) - XG,_,(n) + XGoy (1)

Observera att den rekursiva formeln i1 Sats 3 dven kan skrivas si hér:

Xa,_,(n) =Xg(n) —Xg,_,(n). (2)

Att anvinda denna version av formeln innebér att avligsna kanter fran G tills vi bara
har isolerade noder kvar. Vilken av dessa tva formler som ar effektivast for att bestdmma
det kromatiska polynomet till en graf G beror pa G:s struktur.

Sats: Det
kromatiska
polynomet ar
ett polynom
in.



Stable eller
independent
pa engelska

Nyttig
Ovning:

Skriv de har
definitionerna
i samma stil
som den
forsta

Notera ocksa att om vi bara &r intresserade av av att rdkna ut det kromatiska polynomet
(eller det kromatiska talet) behover vi inte fortsitta rekursionen tills den bottnar,
utan kan sluta s& fort vi har fatt grafer vars kromatiska polynom/tal vi kan rdkna
ut direkt. Till exempel skulle vi kunna ta fram det kromatiska polynomet foér den
mittersta grafen i figuren ovan m.h.a. ett enda steg i rekursionen (2), for det ger just
de andra tvé graferna i figuren, och deras kromatiska polynom &r n(n — 1)* respektive
n(n —1)%(n —2).

Definition 4 Lat G vara en graf och M en méngd av noder i G. Mangden M ar stabil
om inga tva noder i M utgor en kant i G.

Definition 5 Den i-te fallande fakulteten av n dr (n); =n(n—1)(n—2)--- (n—i+1).
Vi sétter (n)p = 1.

En fargning av G med k firger ger alltid upphov till en partition av noderna i G i k
stabila méngder, eftersom varje méangd av likfargade noder méaste vara stabil. Omvéant
ger en partition av noderna i G' i k stabila méngder en fargning av G med k farger,
genom att de stabila mingderna tilldelas var sin firg. Om vi har n firger till vart
forfogande kan detta goras pad n(n —1)(n —2)--- (n — k + 1) olika sétt, det vill siga pa
(n)g olika satt. Darav foljande sats.

Sats 6 Lat Sg(k) vara antalet sdtt att dela upp noderna i G i k stabila mangder. Dd
har vi

Xa(n) =) Sa(k)(n)s.
k

Ur denna sats foljer direkt att Xg(n) ar ett polynom i n, for (n); ar uppenbarligen ett
polynom i n for varje k. Det foljer ocksé att Xg(n) har heltalskoefficienter.

Terminologin i grafteorin &r tyvérr langt ifran standardiserad. Har nedan ger jag négra
(mestadels informella) definitioner som kan vara anvindbara.

En wdg i en graf G &r en foljd z1, z2,...,x, av noder i G s att (x;,z;4+1) ar en kant
for varje i < k (och k > 2).

En stig &r en vig som inte gar 6ver samma kant mer &n en gang.

En cykel ar en vag som borjar och slutar i samma nod.

En cirkel ar en stig som borjar och slutar i samma nod.

En minimal cirkel ar en cirkel som inte bestker ndgon nod mer &n en gang.

En cykelfri stig ar en stig som ...

En graf &r sammanhdngande om det finns en vig mellan varje par av noder.

En graf ar ett par av mangder, N och K, dir K bestar av 2-elements delméngder i N.

En riktad graf &r ett par av méngder, N och K, dir K C N x N.



