DISKRET MATEMATIK E3
HT 01

Alla vet vad en relation dr. Den matematiska definitionen av relation syftar till att
formalisera detta begrepp for att det skall kunna anvédndas i olika — och mycket
vidare — sammanhang &n vad som &r vanligt i vardagssprak. Att vara slékting till
nagon, eller barn till ndgon, eller att ga i samma klass som ngon, &r exempel pa
vanliga relationer. Men vi vill &ven studera sddana relationer som att vara dldre &n
nagon, eller for tva tal att ge samma rest nir de delas med 18, eller fér en binér
string x att ha ettor pa alla platser dér en strdng y har ettor.

En relation definieras p& en mangd (som kan best& av ménniskor, eller tal, eller vad
som helst) och den kan beskrivas genom att séiga vilka par av element i méngden
star i den givna relationen till varandra. Mangden av alla (ordnade) par av element
i en méngd kallas kryssprodukten av méngden med sig sjélv, och definitionen blir sa
hér:

Definition 1 En relation R pa en méingd M &r en delméngd i kryssprodukten
M x M.

Observera att kryssprodukten bestar av alla ordnade par av element fran M. Det
innebér att paret (a, b) inte r detsamma som (b, a). Med andra ord finns en "riktning”
i en relation R eftersom forekomsten av (a,b) i R — vilket betyder att a star i
relationen R till b — inte medfor att b star i relationen R till a.

Lat R vara relationen ”mindre &n” pd méngden M = {1,2,3}. D& bestar R av de
tre paren (1,2),(1,3) och (2,3), som alla &r element i M x M. Alltsa kan vi skriva

R ={(1,2),(1,3),(2,3)}-
Ett annat satt att beskriva att 1 star i relationen R till 2 ar att skriva 1R2.
Vi studerar framst foljande fyra egenskaper hos relationer:

Definition 2 En relation p& en méngd M &r

1. reflexiv om det for varje z € M géller 2Rz,
2. symmetrisk om det for varje par z,y € M giller att om Ry da yRz,

3. antisymmetrisk om det for varje par z,y € M giller att om xRy och yRx da
arr =1y,

4. transitiv om det for varje z,y,z € M giller att om Ry och yRz, dd zRz.

Observera att endast reflexiviteten stéller nigra krav pa att ndgot element skall vara
relaterat till ndgot annat i M. Den tomma relationen, d.v.s relationen R dir zRy
inte giller for nagot par (z,y), ar symmetrisk, antisymmetrisk och transitiv (men
inte reflexiv, om M # ()). T synnerhet behover en relation varken vara symmetrisk
eller antisymmetrisk, och en relation kan vara bade och.
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Relationen har alla fyra egenskaperna och detta dr den enda relationen som gor
det (bevisa det!).

Definition 3 En relation som &r reflexiv, symmetrisk och transitiv kallas ekvivalens-
relation.

Den viktigaste ekvivalensrelationen for oss dr den som anvinds vid "kongruensrik-
ning.”

Definition 4 Lat n vara ett positivt heltal. Relationen "kongruens modulo n,” som
betecknas =,,, definieras pa méngden av alla heltal genom

=,y <= z —y ar delbart med n.

Det &r vanligt att anvinda symbolen | for att beteckna delbarhet. Nérmare bestamt
ldses "a|b” som "a delar b.” Att a delar b betyder att b dr en heltalsmultipel av a.

Definition 5 Lat ~ vara en ekvivalensrelation pd M och a € M. D& ar a:s ekvi-
valensklass (med avseende pd M) méngden [a]| ={z € M |a ~ z}.

Definition 6 Lat M vara en mingd och Aj, As,..., A, delmingder i M. D3 &r
{A1,Aq,..., Ay} en partition av M om f6ljande tva villkor &r uppfyllda:

(i) AiUAU---UA, =M,
(ii) AiﬂAj:@OHl’i;éj.

En partition av en méngd M é&r alltsd en méngd av icke-tomma delméngder till M
s& att varje element i M ligger i precis en av delméngderna.

Sats 7 FEkvivalensklasserna till en ekvivalensrelation pd en mdangd M utgor en par-
tition av M.

Med andra ord, om R &r en ekvivalensrelation pa en méngd M sa tillhor varje element
i M exakt en ekvivalensklass m.a.p. R.

For manga ekvivalensrelationer ar det uppenbart vilka ekvivalensklasserna dr. Om
t.ex relationen ar “att vara fodd samma &ar,” da bestar varje ekvivalensklass av alla
de personer som &ar fodda ett visst ar. For ekvivalensrelationen “kongruens modu-
lo 47 (p4 N) finns exakt fyra ekvivalensklasser, namligen {0,4,8,...}, {1,5,9,...},
{2,6,10,...}, {3,7,11,...}. Det &r ofta anvindbart att vilja ut en representant for
varje ekvivalensklass. For ekvivalens modulo 4 viljer man gérna talen 0, 1, 2, 3, som
vart och ett &r det minsta i sin klass. Mer allmént, for relationen “kongruens modulo
n,” viljer man oftast talen 0,1,2,...,n — 1 som representanter for ekvivalensklasser-
na. Det dr detta som de flesta programmeringssprak anvénder i sin "modulordkning.”

Definition 8 Lat ~ vara en ekvivalensrelation pa en mingd M. En méngd R C
M &r en representantmdngd for ~ om R innehaller exakt ett element fran varje
ekvivalensklass.

Definition 9 En relation som &r reflexiv, antisymmetrisk och transitiv kallas partiell
ordning.



Ett exempel pa en partiell ordning ar relationen R p& méngden av positiva heltal
som definieras av
aRb <= a delarb.

Vi betecknar ofta partiella ordningar med <. En mingd P tillsammans med en
partiell ordning kallas pomdngd.

En partiell ordning pa en dndlig méngd M kan beskrivas med ett Hassediagram. I
marginalen finns Hassediagrammet f6r den partiella ordningen pé {a, b, ¢, d, e, f} som
bestar av paren (e, a), (e,b), (f,a), (f,b), (a,c), (b,c) och (c,d), tillsammans med
alla de par som foljer av dessa via transitiviteten, sdsom (e,d) som foljer av (e, a),
(a,c) och (¢, d) tillsammans. Dessutom finns forstas varje par (z,z) med i relationen.
Observera att vi kan "ldsa” i Hassediagrammet att e < d eftersom det finns en vig
som gar uppat fran e till d.

Definition 10 Lat P vara en poméngd (dér relationen betecknas <) och z,y € P.
En odvre grins for paret x,y ar ett element z € P si att z < z och y < z. En undre
grans definieras pa analogt sitt.

En minsta évre grins for x,y dr ett element z si att z dr en Gvre grins for z,y och
sd att varje 6vre grins w for z,y uppfyller z < w. Detta betecknas med z V y = z.
En storsta undre grins definieras analogt och betecknas med z A y.

I Hassediagrammet ovan syns att bade ¢ och d ar 6vre grénser for a och b, men den
minsta Ovre grénsen for a och b dr a V b = c. Vidare dr bade e och f undre gréanser
fér a och b, men ingen av dessa &r en stérsta undre grins, eftersom e och f inte ar
jdmforbara. Alltsd existerar inte a A b. Daremot dr ¢ Vd = d och ¢ Ad = ¢, och mer
allmént har viatt omz <y dddrzVy=yochx Ay = x.

Definition 11 Ett gitter ar en poméingd dér z V y och z A y existerar for varje par
(z,y)-

Definition 12 Ett element m i ett gitter (eller pomingd) G kallas 0 om m < z for
alla z € G. Om diremot z < m for alla z € G da kallas m for 1.

Vi siger dven att 0 &r ett minsta element i G och att 1 dr ett stirsta element. Det
dr 1att att visa att det bara kan finnas ett minsta och ett stérsta element i ett gitter
(poméngd).

Definition 13 Lt G vara ett gitter med 0 och 1. Ett komplement till z € G &r ett
element £ € G sd att t Az =0 och Vi = 1. G sigs vara komplementerat om varje
element i G har ett komplement.

Definition 14 Ett gitter G ar distributivt om det for alla a,b,c i G géller

aN(bVe) = (aAb)V
aV(bAc) = (aVb)A(aVec).

(a o),

Definition 15 En Boolesk algebra ar ett komplementerat, distributivt gitter.
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Ett exempel pa en Boolesk algebra — och kanske det mest kdnda — ar delmdangds-
algebran pd en mingd M. Elementen i detta gitter &r delméngderna till M och
relationen (den partiella ordningen) ar inklusion, det vill sdga att A ar relaterad till
B om A dr en delméngd i B. I marginalen har vi delméngdsalgebran till méngden
{a,b,c}. Kontrollera att detta ar ett komplementerat distributivt gitter (vilket inne-
bér att konstatera att varje delméngd till M har ett komplement (relativt M) och
att de distributiva lagarna géller f6r union och snitt av méngder).

En relation kan representeras som en matris, och som en riktad graf. Lat t.ex R
vara relationen p& méangden {a, b, ¢,d} som bestér av paren (a,a), (a,b), (b,c), (c,b),
(¢c,d) och (d,b). D& har vi foljande graf och matris:

b a b c d
a afl1 1 0 0
v b0 0 1 0
cl0 1 0 1
d\0 1 0 0
d ¢

Sats 16 Ldt R vara en relation (pd en dndlig mangd) och M = (m;;) den motsva-
rande matrisen. Da gdller féljande:

1. R dr reflexiv omm my; = 1 for alla 4.
2. R dr symmetrisk omm M dr symmetrisk, d.v.s omm m;; = mj; for alla 4.
3. R dr antisymmetrisk omm ([i # j och m;; = 1] = mj; = 0)

4. R dr transitiv omm M x M < M, ddr A x B dr AB med alla positiva element
reducerade till 1 och X <Y betyder att varje element © X dr mindre an eller
lika med motsvarande element 1 Y.

Pastaendena 1, 2 och 3 i satsen ar uppenbara. For att se att 4 giller méste vi studera
hur M * M bildas. Det gor vi inte nu, men aterkommer till detta.

Definition 17 Lat R och S vara relationer pa en mangd M. Kompositionen av R
med S &r relationen pd M som definieras av

RoS = {(z,y)| det finns z € M si att 2Rz och zSy}.

Sats 18 Om Mg och Mg dr matriserna for R respektive S, dd dr M * Mg matrisen
for RoS.

Kompositionen av tvé relationer dr inte alltid meningsfull, men kan i andra fall vara
intressant. Later vi t.ex zBy beteckna relationen att x &r barn till y, d& blir Bo B



relationen “att vara barnbarn til.” Lat nu B? beteckna relationen B o B och, mer
allmént, 14t B"™ beteckna relationen Bo Bo---o0 B (n ganger). Om vi later A vara
relationen som &r unionen av relationerna B, B2, B, ..., d& betyder z Ay att z &r
avkomma till y.

Definition 19 Lat R vara en relation pad méngden M. Det transitiva héljet till R
&r relationen (pa M) som definieras av T(R) = |J,,5; R* = RUR2UR3U---.

Att det kallas transitivt holje beror pa att T(R) &r den minsta relation som &r
transitiv och innehéller R. I stencilen Kantmatriser och vigmatriser forklaras detta
i princip, fast dér behandlas fragan bara for kanter och vigar i en graf. Borjar vi med
en graf som representerar en relation borde sambandet mellan relationens transitiva
hoélje och vigmatrisen for grafen bli forstéelig. Namligen, nér en relation R beskrivs
med en riktad graf G motsvarar varje par i relationen en riktad kant i grafen. Det
transitiva holjet &r da relationen vars par motsvarar noder z,y i G for vilka det finns
en riktad vdig fran z till 5. T synnerhet bestar relationen R* av de par (z,y) for vilka
det finns en riktad vig av langd k fran z till y.

En ténkbar tillimpning &r foljande. Antag att vi har ett datorprogram med ett stort
antal underrutiner och vi vill veta vilka rutiner som &r beroende av vilka andra. En
rutin R &r beroende av en annan rutin S om R anropar S, men dven om det finns
en kedja av anrop frdn R, via andra rutiner, till S. Om vi later A vara relationen
“anropar,” s3 RAS betyder att R anropar S, da dr det transitiva holjet T'(A) till A
precis relationen "beroende av.” Om nu M &r matrisen for A4, da &r M™ matrisen for
A™ och d& ges matrisen for T'(A) av

MT:M®M2EB®Mn7

dér n dr antalet rutiner i programmet och @ betecknar boolesk addition (elementvis).
Vi kan &ven se i My om det finns nagon rekursion i rutinerna, det vill sdga om en
rutin dr beroende av sig sjélv. Hur?

Definition 20 Om x och y dr element i ett gitter sd att © < y och sd att det inte
finns nagot z skilt fran  och y sa att x < z <y, dd sdger vi att y tacker z, vilket
betecknas © < y.

I Hassediagrammet betyder detta att y ligger strax ovanfor x.

Definition 21 Ett (dndligt) gitter G ar graderat om det for varje © € G giller att
varje uppatgaende vag langs kanter i Hassediagrammet fran 0 till £ har samma léngd.
I s4 fall &r rangen av z antalet kanter i en sddan vig.

Rangen av ett element z &r alltsd langden (antal element minus ett) av varje kedja
O<ry <z <---< 1.

Definition 22 Lat G och H vara tva gitter. En (gitter)homomorfi frin G till H &r
en funktion ¢ : G — H s att

(i) ¢z Vy) = ¢(z) V¢(y), och
(i) ¢(z Ay) = ¢(z) A d(y)

for alla z,y € G. Om ¢ dessutom &r bijektiv da ar ¢ en isomorfi.
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En homomorfi bevarar i ndgon mén gitterstrukturen i G, d.v.s att ¢ avbildar G pa
nigot delgitter av H (ett delgitter &r en delméngd M i ett gitter H s att M &r
ett gitter med avseende pa relationen i H). Om ¢ dr injektiv (inga tva element i G
skickas till samma element i H), d& avbildas G pé en "kopia” av sig sjalvt i H. Om
¢ dr en isomorfi, d& &r G och H ”identiska” i ndgon mening. I synnerhet dr deras
Hassediagram identiska (bortsett fr&n namnen pé elementen).

Lat S12 vara delbarhetsgittret av alla delare till 12 och 14t By vara delméngdsalgebran
pé méngden {a,b}. Definiera funktionerna ¢ : S19 — B och 9 : By — Si9 s8 hér:

$(1) =0, ¢(2) ={b}, ¢B)={a}, ¢(6) ={a,b}, ¢4)={b}, ¢(12) = {a,b},
L ¢({a}) =3, ¢({b}) =2, ¥({a,b}) =6.

Bada dr homomorfier. Vi ser exempelvis att ¢(3V4) = ¢(12) = {a,b} = {a} V{b} =
#(3) V $(4). Om vi studerar Hassediagrammen for dessa gitter kan vi se pa ett
"grafiskt” sdtt hur ¢ och v verkar.

12
{a, b}

1

Sats 23 Ldt ¢ : G — H wvara en gitterhomomorfi. Di dr ¢(G) = {¢(z) | z € G}
ett delgitter till H.

I exemplet ovan syns till exempel att 1(By) bestar av den "nedre kvadraten” i So,
vilken &r ett gitter, ndmligen gittret Sg. Definierar vi 1/ som en funktion fran Bs till
Sg, men later dess viirden vara som ovan, d& blir ¢ en isomorfi.

Jamfor med Definition 24 (Alternativ definition av Boolesk algebra) En boolesk algebra &r en
Definition 15 mingd M tillsammans med tvd associativa binira operationer, - och +, en unir
operation, —, och tva element 0 och 1, som uppfyller féljande villkor for alla element
T,y,z2 € M:
l.z-y=y-x, z+y=y+uz,
2z-(ytz)=(@-y+(z-2), z+@-2)=@+y- (z+2),
3.m-i::c, :1:—|—0=:1:,
4. z-T =0, t+ZT=1.

Vi visar nu att denna definition ger upphov till en partiell ordning. Denna partiella
ordning dr naturligtvis just en Boolesk algebra, men att visa att definitionerna &r
ekvivalenta — d.v.s att badda definierar samma méangd av partiella ordningar —
kréver mer arbete.



Sats 25 Lat M wvara en mdngd med operationer som i Definition 24. Definiera re-
lationen < pa M genom
r<y < z-y==a.

Da dr < en partiell ordning pd M.

Bevis: Eftersom z - z = x (enligt hemuppgift!) har vi z < z, s& < ér reflexiv.

Vidare har viatt omz <yochy<zddédrxz-y=xzochy-x =y, menz-y=y-x,
vilket medfor att x = y, s& < dr antisymmetrisk.

Antag att z <yochy <z Dddrz-y=zochy-z=y,s8z-2=(z-y)-2=
z-(y-z) =xz-y =, vilket betyder att z < z och dédrmed att < &r transitiv. O

I det som foljer kommer vi att anvéinda - istéllet for A och + istéllet for vV for att
beteckna de binéra operationerna i en Boolesk algebra.

Definition 26 Lit B och C vara tva Booleska algebror. En boolesk homomorfi ar
en funktion ¢ : B — C som uppfyller féljande villkor for alla x,y i B:

08) =0c, ¢(is) =1c. (Hir star Op for 0-elementet i B etc.)
Om ¢ dessutom &r bijektiv dr ¢ en Boolesk isomorfi.

Observera att de forsta tva villkoren i definitionen siger att ¢ &r en gitterhomomorfi.

Lat nu S3¢ vara delbarhetsgittret for 30 och 14t By vara méngdalgebran f6r en méngd
med tva element. Deras respektive Hassediagram ser ut sa hér:

{a, b}

Definiera funktionen ¢ : S39 — Bo pa foljande sétt:

$(1) = ¢(3) =0, $(2) = ¢(6) = {a},
$(5) = ¢(15) = {b}, $(10) = $(30) = {a, b}.



Se Definition
20

Detta ar en Boolesk homomorfi, vilket kan verifieras genom att kontrollera att
dz - y) = d(x) - f(y) och $(Z) = H(z), for alla z,y i S30. (Se Inlimningsupp-
gift 3). Exempelvis har vi att ¢(3 4 5) = ¢(15) = {b} = 0 + {b} = #(3) + #(5) och
$(2) = $(15) = {b} = {a} = 4(2).

Att ¢ bevarar i ndgon utstrickning strukturen i Sy kan ses pa olika sétt. Till exempel
skulle vi kunna sdga att ¢ "kollapsar” den dvre kvadraten i Hassediagrammet pé den
nedre och sedan skickar 2 till {a}, 5 till {b} etc. Vi kan som sagt tédnka oss att ¢ forst
"projicerar” hela S3g p& Sg (som motsvaras av den nedre kvadraten) for att sedan
byta varje tal mot en delmingd. Vi kan ocksa siga att kollapsen motsvarar att vi
delar bort 3 i de tal i S3p som ar multiplar av 3.

Om vi ddremot tanker oss att Sgp motsvarar delméngdsalgebran fér méngden {a, b, c},
pa sd sitt att 2 motsvarar {a}, 5 motsvarar {b} och 3 motsvarar {c}, d& kan vi séga
att ¢ motsvarar det att vi helt enkelt tar bort elementet ¢ ur alla delméngderna.

Definition 27 En atom i ett gitter r ett element som técker 0. En koatom ar ett
element som técks av 1.

Vi ger nu en f6ljd av satser som tillsammans har som konsekvens (Sats 31) att varje
dndlig Boolesk algebra dr isomorf med en delméngdsalgebra.

Sats 28
(i) Om x Gr en atom i en Boolesk algebra B, dé gdiller for alla y € B att zy = 0

eller ry = .

(i) Om x1,z9 dr atomer i B och x1 # x9, dd dr z1xz9 = 0.

Sats 29 Om z1,xz9,...,T, dr alla atomerna i en dndlig Boolesk algebra B och x € B
ett element sd att xx; = 0 for alla @, dd dr x = 0.

Sats 30 Varje element i en dandlig Boolesk algebra kan skrivas pd ett unikt sdtt som
summan av atomer (och som produkten av koatomer).

Sats 31 Varje andlig Boolesk algebra ar isomorf med delmdngdsalgebran for ndgon
mangd.

Det foljer av Sats 31 att en Boolesk algebra med n atomer har 2" element. Av Sats 30
foljer att en boolesk homomorfi bestédms fullsténdigt av sin verkan pé atomerna (eller
koatomerna).

Definition 32 L&t f vara en formel vars variabler dr element i ett gitter eller Boolesk
algebra. Den duala formeln till f dr den formel vi far genom att byta A mot V och
tvartom, och 0 mot 1 och tvartom.

Dualitetsprincipen: Lat f vara en formel som héaller i alla gitter (Booleska alge-
bror). D& haller dualen till f ocksé i alla gitter (Booleska algebror).

Observera att vi i Definition 24 har varje likhet pa tva former, som &r varandras
dualer (dér + motsvarar V och - motsvarar A).

Det intuitiva beviset av Dualitetsprincipen bestar i att vinda upp och ned pa Hasse-
diagrammen till alla gitter/Booleska algebror!



