Laboration i Fourieranalys, TMA132
Signalanalys med snabb Fouriertransform

Den hir laborationen har tva syften: dels att visa lite pa hur den snabba Fourier-
transformen fungerar, och lite om vad man bor tinka pa nir den anvinds; dels att
verkligen testa den pa ett par exempel.

Laborationen bestar av flera delar. Naturligtvis ér det bist att gora dem alla, men att
gora en del av dem ér bittre #n att inte gora nagon.

De olikadelarna ir

1. Att analysera en ren sinussignal med olika samplingsfrekvens, och olika antal
sampel.

2. Att studera overforingsfunktionen for ett linjért filter, och sedan se hur “brus’
passerar filtret

3. Att studera effekter av ickelinjariteter i filter.

Allmint om diskret och snabb Fouriertransform

(Dettadr en mycket kortfattad beskrivning; 14s ocksa i boken)
Lat f(¢t) : R — R varaen signal, och lat

fw=[ T fe et 0

vara dess Fouriertransform. Vi skall forst anta att f dr bandbegrdnsad, d.v.s. att det
finns en konstant €2 sa att f(w) = 0 om |w| > 2. Samplingssatsen siiger da att om
man kinner f(t,) i punkternat, = nf, d.v.s. i praktiken maste man ha minst tva
sampel per period for den hogsta tillatna frekvensen. Om det dessutom &r sa att man
bara ir intresserad av f(t) i ett begrinsat intervall, sig 0 < ¢ < T, ricker det alltsa
att betrakta N = T'Q /7 sampelpunkter (antalet maste naturligtvis anpassas sa att det
blir ett heltal). Om vi med detta menar att funktionen dr O utanfor dettaintervall, maste
antagandet om bandbegrinsning vara felaktigt: ingen funktion som ér noll utanfor en
begrinsat intervall kan vara bandbegriansad; men under limpliga forutsittningar blir
inte felet sa stort.

Nu antar vi att f(¢t) = 0 utanfor intervallet [0, T']. Da borde samplingssatsen innebira
att det skulle riicka att veta f (wy,) for w, = n2%, for alajw,| < €.
For att snabbt komma fram till den diskreta Fouriertransformen véljer vi N och sitter

n=N-1
an = f(nT/N) am =Y ape TN @)
n=0

och hoppas, som Folland, att, atminstone for [m| << N skall a,, varaen braapprox-
imation av f(w.,). Man ser i alahéndelser enkelt att 4., dr periodisk med period N
och dirfor ricker det att betraktad,,, 0 <m < N — 1.



Och precis som for Fouriertransformen finns det en formel for att berikna a,, om a,,
ar kénda:

N-1

a, = % Z ei2mmn/N ©)
m=0

Problemet dr nu att for man skall fa nagon noggrannhet i berdkningarna krévs det att

N ir stort, och da blir det kostsamt att utfora berdkningarna: det ar N koefficienter att

beriikna, och for varje n skall en summamed N termer beriiknas, i allt N2 operationer.

Men det finns ett sitt att gora berikningarna mycket snabbare, det som kallas snabb

Fouriertransform (FFT).

Antag forst att IV ér delbart med 2, N = 2N;. Da kan man skriva

Ni1—1 Ni—1
~ —1i2 2n/2N- —1i2 2 1)/2N-
m = } : Qgpe” 2T n/2N1 + E : Qani1€ i2rm(2n+1) /2Ny (4)
n=0 n=0
N;—1 Ni1—1
— § : a2ne—127rmn/N1 _+_e—127rm/N § : a2n+1e—z27rmn/N1 (5)
n=0 n=0

Om man tittar efter ser man att den forsta summan ir en diskret Fouriertransform av de
Ny jamna koefficienterna as,,, och den andra summan av de N; udda koefficienterna
azny1. OM Vi skriver af och a¥ for de udda respektive jimna koefficienterna, och
motsvarande for DFT-versionen, sa far vi

—izmm/N gu for 0<m<N;i—1=N/2—1 (6)

ay = &{n +e
och (eftersom a7, och a¥, r periodiskamed period Ny)

am = al,_y, +e ZmmMNgy for Ny<m<N-1. (7)
Kostnaden for att berikna aZ, och a, ér i storleksordningen 2N = N2 /2 operationer.
Forutom det gar det at en multiplikation och en addition per m, alltsa sammanlagt
N?/2+ N operationer ( en operationriiknas i dessa sammanhang ofta som en addition
och en multiplikation). Kostnaden har halverats. Men den storavinsten gér man om Ny
i sin tur 4r ett jamnt tal, sa att dven a7, och ¥, kan beriknas pé liknande sitt, och sa
vidare. Optimalt resultat fir man om N = 2*, simst far man om N ir ett primtal (for
da kan man inte gora nagot alls at kostnaden).

Av detta skl vill man oftavilja N som en tvapotens, och om man har ett antal sampel-
virden som ligger nira en tvapotens kan det se ut som en god ide att helt enkelt fylla
pa med sa manga nollor som behovs. Det gors i allahindelser oftai praktiken ibland.
Men i matlab faktoriseras istillet N i s& manga primfaktorer som méjligt, och vinner
den berikningstid som gar.



L aborationsuppgift 1

Det enklasteir att gora dessa uppgifter med hjilp av matlab, och jag har anpassat denna
beskrivningtill det. Men den som ir intresserad av mer komplicerade programmerings-
uppgifter far girna gora det pa annat sitt.

Denna del av laborationen handlar bara om att bekanta sig med f f t i matlab. Borja
med att starta matlab och liasa manualbladet till f f t

1. Samplasignalen f(t) = sin(10¢t) + 2 cos(15¢) N gangeri intervalet0 <t < T,
diar T' = 100, i.e. skapaenvektorx = [x(1), x(2), ..... , X(N)T,
dir x (k+1) ir det k-te stickprovet (“samplet”) av signalen. Observera att num-
reringen av vektorelement i matlab alltid startar med 1. Berikna den diskreta
Fouriertransformen av x med hjilp av funktionen f f t , och plotta realdel, ima-
ginirdel och absolutbelopp av resultatet. Vilj ett antal olika NV (stora och sma)
och se hur resultatet forindras. Forklara utseendet pa graferna.

2. Tva klassiska sitt att modulera en radiovag for att overfora till exempel tal ar
amplitudmodulation och frekvensmodulation. Lat oss som ett exempel betrakta
en birfrekvens pa v = 30 MHz (alltsa kortvagsbandet), och antag att “talet”,
den signal man vill 6verfora bestar av signalen ¢(¢). Den modulerade signalen
kommer da att ha utseendet

fa(t) = cos(vt)(1 + ap(t)) (am), och (8)
fr(t) = cos(vt + ao(t)) (fm). 9

| bada fallen dr o en konstant som bestdmmer modul ationsgraden.
Lat nuv = 50, och 1at o = 0.2, och antag att

@(t) = sin(4t) + 0.5 cos(8t). (10

Plotta den modulerade signalen, och dess spektrum (med hjdlp av fft) for
amplitud- och frekvensmodulation.



L abor ationsuppgift 2

Envanligtypav “signal” dr brus. Det innebér att ¢(t) pa nagot sitt dr lumpvisfordelat.
En samplad signal som vi ér intresserade av hir kan ha olika beteende. Ett ér att ¢(¢,,)
ir helt oberoende av varandra, till exempel normalférdelade. Med matlab kan en sadan
brussignal (med V sampel) genereras genom

phi = randn(1, N).

En annan slags brus uppstar om istillet 1 (t,41) — 9 (t,,) dr oberoende slumptal. |
matlab kan man skrivat.ex.

psi (1) = phi(1);

for j=2:N, psi(j)=psi(j-1)+phi(j); end

(For att fa ett mer realistiskt brus borde man hér egentligen byta phi (j ) i summan
mot phi (t)*sqrt (dt),dardt = At = t,41 — t,, men det ger baraett fel med en
konstant faktor, och for vart indamal spelar det ingen roll.

Jamfor resultaten mellan foregaende exempel och:

psi (1) = phi(1);

for j=2:N, psi(j)=phi(j-21)+phi(j); end

e Skapa en brussigna phi (n) och psi (n) enligt ovanstaende. Plotta tidsse-
rierna, och studera dven spektrum med hjilp av FFT-agoritmen (i Matlab, till
exempel).

e Med hjilp av spektralanalyskan man forsoka hittasignaler i brus. Pa kurshemsi-
dan finns en link till en fil som innehéller sampel fran en brusig signal, samplad
over ett tidsintervall pa 10 sekunder. Himta hem den, 1ds in den i matlab, och
undersok om det finns nagot i den som liknar en signal. Ange i sa fall tydliga
frekvenser, och deras relativa amplitud. OBS. Datafilerna genereras individuel It
till var och en som hiamtar den. Folj instruktionerna for nedhdmtning. | labora-
tionsrapporten skall identfikationstalet f t al anges.

o Ett enkelt filter kan modelleras med en differentialekvation
0" (1) + 2k’ (1) + Wu(t) = F(t); (11)

hir dr f(t) insignalen, och v(t) utsignalen. Denna deluppgift bestar i att matain
den bruset ¢(t) som beskrivits ovan och plotta spektrum for utsignalen. | matlab
kan man gora det pa detta sitt:



— Konstruera en matlabfunktion, en fil odedef . m som innehaller definitio-
nen av differentialekvationen, enligt

function outl = odedef(t,y)
global tlist flist; %tlist &r vektorer som
% innehdller sanpel tidpunkter
% och sampelvdrden for
% i nsi gnal en
a=0.3; % dampning
b=110.0; % onega"2
outl = [y(2); ...
interpl(tlist,flist,t)
% detta skapar en interpolerad
% funktion av (tlist, flist)
-a*y(2)-b*y(1)];

— Skapa sen en matlab skriptfil till exempel sa hir:

% gl obal a dekl arati oner

global tlist flist

N = 10000;

Trmax = 10. 0;

dt = Tmax / N,

tlist =dt : dt : Tmax;

% skapa en insignal

flist = 10*randn(1, N);

[ T, v ] = oded45(’ odedef’, tlist, [0, 0]);

Efter korning av denna fil, innehaller v(j , 1) l6sningen vid tid ¢;, och
V(] , 2) innehaller I3sningens derivata.



L abor ationsuppgift 3

Dennadel av laborationen handlar om ickelinjriteter och hur dessapéaverkar spektrum.

e Enforstirkare skall idealt sett varalinjér, utsignalen v(t) skall varaproportionell
mot insignalen f(t):

u(t) = Kf(t). (12
En riktig forstirkare kan tinkas istillet ge en utsignal pa formen
v(t) = Kf(t) +bf () + cf (t)° (13)

Lat f(t) = cos(10¢t) eller f(t) = cos(10t) + sin(13t), och studera utsignalens
spektrum for olika virden pa b och c¢. Gor ocksé en teoretisk analys for att for-
klararesultatet.

o Vi gar tillbakatill filtrets differential ekvation, men modifierar den en aning:
v" (t) + bu(t)(1 + nu(t)?) = A cos(wt) (14)

| dennaekvation har dimpningen tagits bort, men en ickelinjir (kubisk) term har
tillkommit. Ekvationen brukar kallas Duffingekvationen. Studera spektrum av
16sningen v (t) som ovan, for olikakombinationer av b, 5, w och A. Studeraocksé
vad som hiander om hogerledet ersitts av en summaav tva cosi nusfunktioner med
olikafrekvens. Forsok att motiveraresultatet teoretiskt.

Rapport och bedémning av [abor ation

Laborationen ir inte obligatorisk, men kan ge hdgst 6 (2/uppgift) bonuspoing vid ten-
tamen. Aven en delvis utford laboration ger viss poing. For att fa betyg 5i kursen som
helhet krivs, forutom de vanliga kraven vid tentamenstillfillet, dven att |aborationen
har utforts.

Rapporten skall innehalla en beskrivning av den utférda laborationen, utskrifter av plot-
tar i den man som behovs for att forklara resultaten, samt de berikningar Som behovs
for att motivera resultaten.

Rapporterna far gdrna vara handskrivna under forutscittning att de skrivs med laslig
handstil!.



