Variabelseparationen
Gor linjara (PDE) till (16sbara?) ODE.

Exempel 1. 1-Dimensionell virmeledningsekvation (parabolisk ekvation):

(PDE) Uy = kg z€[0,L], t>0
(RV) u(0,t) =u(L,t) =0 2st 3 derivator dr inblandade i PDE. Krévs
(BV) u(z,0) = f(z) 1st 3 villkor: hér 2 rand- och 1 initialdata.

Losning: Satt u(z,t) = X (¢)T(t) # 0 (obs! v =0 gar ej om f # 0).

Anm. For f =0 ar u(z,t) = 0 en 16sning. Vi soker l6sningar som ar skilda fran
noll och svarar mot f # 0. Insdttning av u(z,t) = X (¢)T(t) # 0 i (PDE) =

X()T'(t) = kX" (x)T(t). Dividera med kX (z)T(t) # 0 fas

() X"
(beror av t) kT((t)) = X((xx)) (beror av ) := X\ = konstant.
T'(t
Ekvation for T kT((t)) A LE T() = Gy, med  Cy = T(0).

X(g) kar. ekv. =)=
Ekvation for X: X(z) =A= { ﬁ((())) X)\()z)( 2 0 A>0: r=+VA
(BV) = TV A<0: r=+ivoa

X"z)=0= X(z) =Az+ B
A =0=¢{ X(0)=0=B=0=X(=)=A4z | = X(2)=0= u(z,t)=0
X(L) = 0= AL=022 A=0 motsigelse.

b) A>0 = X(z) = AeV? 4 Be~V>®
X0)=0=A+B=0=B=-4

L#0
X(L)=0=A(e™ —e Y )=0 = A=0=— B=0.
A#0
= X(z) =0= u(z,t) =0, motsigelse.
c) A< 0= X(z)=AcosvV—Az+ Bsiny—-\x

) =
X0)=0=A4=0
X(L):0:>Bsin\/—/\L—0ig\/—)\L:mr, n>1.

2
Alltsa ar for Varje n= 1a 25 e /\n = _<%) och Xn(.’E) = Bn sin (%.’E) .
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Antag forst att Cy = B, = 1 da ar u,(x,t) = e ULkt gin (n;a:) en losning till
var (PDE). Darfor p.g.a. linjéritet superpositionen

2_2

u(z,t) = Z Cne™ T *sin (Tz) ar 16sningen av PDEn.

u(z,0) = f(z) = f(z) = iCn sin (Tx> (1)

C,, kallas for Fourier sinus koefficienter for f i intervallet [0, L.

Multiplicera (1) med sin("x), integerera 6ver [0, L], och byt fOL L&Y

/f sin —x)da:—ZC’/ sm(mrx)sin(%m)d:r

(f Xm)
L onr
/ sin A sin —x dx = / [cos(n — m —cos(n +m)— x]dx
0

::(X::Xm)
[0, om n#m
B %fOL[l—cosm%]dx: L om n=m.
o

Det innebar att { sin (%x) } ar en ortogonalméngd (ortogonalbas). Vidare,

m=1

genom att byta m mot n, far vi

/jf(x)sin(n%x)dxz(? —=C,= / f(z s1n(ng )d:c.

Hér maste man ha ett hum om f(z).
Anm: Skalar produkt. Vi har fatt ovan

o X)X
T X X)Xl

varfor enligt (1) f=> 7, ()anX"Z Xn =300 CoXn =300 fa
fa: projektionen av f pa X,, = f = (f1,fe,---, fn,...) 1 basen {X,}{° =
{sin (%m)} :

n=1

Jamfor med finit element fran forsta delen av kursen!

< m> = <XmaX >




Exemple 2. Nu betraktar vi samma varmeledningsproblem fast med Neumann
data:

Up = kg, (PDE)
uz(0,t) = uz(L,t) =0 (RV)
u(z,0) = f(x) (BV).

(PDE) kT;((tt)) = );'((w“)) = \ = konstant
Losning: Satt u(z,t) = X(2)T(t) #0 =
(RV) | X'(0) = X'(L) = 0.

Vi kan kolla att denna gangen endast A < 0 ger icke-trivial (# 0) 16sning. Har
A=0, med X'(0)=X'(L) =0 ; svarar mot X (z) = konstant.
A<0: X(z) = Acos(v/—)z) + Bsiny/—\z) =
X'(z) = —AV—=Xsin(v=Xz) + BV =X cos(vV—\z)
X'0)=0= B=0; X'(L)=0= AV-\sin(v-AL) =0.
{A#0, X#0} = sin(v=AL) =0.

A=—(2)% n= 0,1,2,...

. T
Alltsa Svarar mot konstant 16sning for (A = 0)
Xn(z) = Ay cos(%x).

nmw

Vilj forst A, = Co = 1. Vi fa en 16sning: u, (x,t) = e (£)* cos 2z, n>0.

Superposition ger

o0

u(z,t) = ZC’ne_n%gkt Ccos (%x), med C,, = %/L f(z) cos (%x) dx,n > 0.
0

n=0

Exempel 3. Antag nu virmeledningsekvation i en cirkular ring:

uy = kugg; 6 := centrala vinkeln. (Har kan vi anta en 27-periodicitet i 6-led).

u(t),d) = T(t)©(6)
Da giller, med variabelseparation, generalt for < u(0,0) = f(6) att
u(t,0) = u(t, 2m)

T(t) = Coe*; 0(8) = Acos(vV=\0) + Bsin(vV—=)b).
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Nu har vi inga naturliga randvillkor, daremot periodicitet antagande ger

0(0) = ©(21) = A = Acos(v/=)27) + Bsin(v/—\27).

Identifiering av koeflicienter = (B behdver inte vara = 0) = v/—A\ = heltal := n.

= A=-n%n=0,1,2,.... Slutligen u(t,0) = 3°° e ""**(a, cos nf + b, sin nf).

o0

== u(0,0) = f(0) = Z(an cos nf + by, sinnd).

Vag ekvationen:

(PDF) uy = cu s€(0,L),t>0 p;;z. u(z,t) = X (2)T(t) #0
(RV) ut(tO, t) :Zm(’L, t)=0 ” (:;) Z’” t)i{ ,(:c) =T X (2)
(BV1) u(z,0) = f(z) = c2T((t)) = X((xw)) =A <0

—~

som tidigare)
Samma resonemang, som for virmenedningsproblem, ger denna gangen

T(t) = Acos(v—Act) + Bsin(v/—ct); X (z) = C cos(vV/—Az) + Dsin(v/—\z)
X(0)=0= C=0= X(x) = Dsin(v/—\z)

X(L)=0=> Dsin(vV=AL) =0 2 A\ = —(%2)2, n=1,2,...

Sa vi har att

up(z,t) = [an oS <n%ct) + b, sin (%ct)] sin (n%x)

Superposition =

) o t t
u(z,t) ® Z (an cos % + by, sin mlr;c ) sin (n%ac)

*

u(z,0) = f(z) & flz) = gan sin n%x; Uy = %/OL f(z)sin (%x)dx,

oo
nmc nm

NI _nm
u(z,0) = g(z) = g(z) = ng_l Tbn sin —a; med
nme 2 [ . (nT 2 o . (nT
Tbn = E/o g(x)sin (Tx) de = b, = e J, g(x)sin (Tx) dz.



d’ Alemberts formel: Man kan visa att 16sningen till vag ekvationen ges av

u(z,t) = Hf(z+ct) + flz—ct)] + & [T g(y)dy.  (++)

Hér kan man “se!” 16sningen. Se Folland exercise 1.1. 6.)

Bevis. Vi visar hédr att 16sningen (x) till vag ekvationen ger (xx):

= i sin nrr (an, cos nmct + b, sin mrct)
s L" L " L

o0 o
Z . NTI nmct " b si nmx . nmnct
= a,, SIn —— COS E SIn —— sin
" L L - " L L
— e

—ian-%[sm(n (m+ct))+sin( x—ct)]
+Zb [cos( 7T(30—075)) —cos( (x+ct )]

= {f(x) = ;an sin %x & g(x) = Z n;rcb sin n%x}

n=1
1 e~ nr [ /nr
:§[f($+6t)+f(x_6t)]+§;bnf/x_ct sin (Ty)dy

z+ct

—lfe e+ fa )+ oo [ g

—ct
|

Remark: (i) Diffusion (like heat equation) smooths out any irregularities in
initial condition, whereas wave motion propagates singulariteis.

(ii) Diffusion process is irreversible in the sense that
Hot water + cold water = Warm water.
&



