Stegfunktioner och Impulsfunktioner
I. Steg funktioner

Definition: Heavisides stegfunktionen 6(t) definieras enligt:

0 for t<0
9(t)—{1 for t>0.

Observera att

0, for t<T L _J 0, for t<0
(1) 0t—-T)= { 1 for t>T, och (2) r(t):=1t0(t) = { t for ¢>0.
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Anm. Med hjilp av #-funktionen kan vi skriva enkla analytiska uttryck for funktioner
som har olika varden i olika intervaller.



Exempel 1. Fyrkantpulsen f(t) = 64’ igi z; Eza Z;

som f(t) = A[6(t — a) — 8(t — b)]

med amplituden A kan skrivas
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Exempel 2. Hat funktionen (pa bildan ovan): ¢(t) =¢ 1—% for 0<¢t<T

1+4 for —T<t<0
T
0 for ¢ [T, T),

kan skrivas som
o) = (1+ 206+ T) — 6] + (14 ) 0() ~ 6~ )]

= (14 206 ~T) ~ 20 — (1- )60~ 7)

Integrationsregel: Avskurna funktionen f(t)6(t — T') uppfyller
(IR) / ()8t — T)dt = [F(t) — F(T)|o(t — T) + C.

dér F(t) ar en primitiv funktion till f(¢), och C &r konstant. Till exempel

(t =T+t

0t —-T)+C, > —1.
o ( ) p

/ (t = TYPO(t — T)dt =



Exempel 3.

2

[0t +3) — 200(t — 1)]dt = /2 FO0(t + 3)dt — /2 (10t — 1)dt

-2

_{f(t):1=>F(t):t A gt) =2t = G(t) =t }
- [(t +3)0(t+3) — (2 = 1)0(t — 1)]2_2 =50(5) — 30(1) — 0(+1) + 30(=3) = 1.

Exempel 4.

/0§1+t2) = 10(e) =1-0(=a)} = / 1+tz;1 _/1jlrtt2_/9§t+_t?dt

= { ft) = H% = F(t) = arctan(t) } = arctan(t) — [arctan(t) — Z]H(t -1)+C.

T'=1= F(1) = arctan(1) =

Ovningar.

1. Rita grafen till foljande funktioner
a) 20(t — 1) b) 20(1 —t) c¢)th(t—1)
d) t[o(t) — 0t —1)] e) eO(t) ) tit+ DO+ 1) — 0(21)].
2. Los foljande differentialekvationer. Anvénd integrationsregeln (IR)

! n ! ¢y’ +y = 220(x — 4
a)y =t(t—1) by =[t| ¢)y+y= d){y:(cly):g' 20(x — 4)

Svar.

1.

2. Med A, B, och C konstanter har vi

a)y=3(t*-1)0(t—1)+C by = §£°0(t) — 51" + At + B
)y=Ce'+2(t—1+e)0(t)—t—1 d)y=3z'"2+2(z—8z *)b(z

—4)



II. Impulsfunktioner

O o=

Betrakta Fyrkantpulsen 6, (t) := {

Definition: Diracs deltafunktion definieras som 6(t) = lim d,(¢).
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Vi har att o
(1) 6() =0 for t#0, och  (2) / S(t)dt = 1.
—00

Anm. §(t) kan ocksa beskrivas m.h.a. Gauss-pulserna d.(t) = T

1262
—L_e /27 2> 0.
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Villkor hos deltafunktioner:

(V1) ¢ ar en jamn funktion: §(—t) = §(¢), ( =0(T —t)=6(t— T))

(V2) /_ LS =0, t4£0,

(V3) 5(t) = %9@), (= 1tim bt + 2 —60) _ lim 3.(t) = 6(t), se figuren ovan),

(V4) Evalueringen:

f@)o(t—=T)= f(T)é(t—T), f ar godtycklig kontinuerlig funktion.

(V4 F(1)5(t) = F(0)5(£).  (V4)° fas ur (V4) om T = 0.
(V4) f@)o'(t=T) = f(T)o't =T)— f(T)o(t = T).

(V4)' fas ur (V4) genom derivering:

[f@)o( = T)] = [f(T)6(t =T & f{®)5(t = T)+ f()d'(t = T) = F(T)8'(t = T).



Exempel 1.

/ (t* + 2)6(t)dt = {evaluering} = / 25(t)dt = 0,

/ (t* 4+ 2)6(t)dt = {evaluering} = / 25(t)dt = 2.

Men -
/ (t* +2)6(t)dt  har vi inte definierat.
0

Daremot ar

o

/Oo(t2 +2)4(t)dt = lim (t? + 2)6(t)dt = 0

0+ a—0t a

/ T 06yt = lim [+ 280t = 2

a—04 —a

Exempel 2.

/bd’(t)dt — 6] = 6(b) —6(a) =0—0=0oma#0 och b0.

Om a eller b = 0, sa ar integralen inte definierad.

Exempel 3.

/oo t28'(t + 3)dt = [PI] = [t*5(t + 3)]°% — /OO 2t6(t + 3)dt = 0 — /oo 2(=3)6(t + 3)
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Exempel 4. Los differentialekvationen:
" o . . _ -1 <0 B _
Vo =simy sl ={ ;1750 | =0

Losning: Homogen 16sning yy,: 16ser v, + v, = 0 som har karakteristiska ekvationen

= 6.

72 +1=0. Dvs r = 44 och vi har y,(z) = C1€" + Cee™® = |y,(z) = Asin(z) + B cos(z)

En partikuldrlésning y, svarande mot hogerledet (HL) sign(z) = 260(z) — 1 bestar av
summan av tva partikuldra losningar y,, & y,, som uppfyller: y; + v, = —1 respektive
Yp, + Yp, = 20(z). Vi har att y,, = konstant = —1 och y,, dr av formen y,, = u(z)0(z).



Insattning i yp,’s ekvation ger

Voo + U = (W (2)0(@) + u(2)6()

Losningen ar u(z) = 2 — 2cos(z). (Ansitt! u(z) = Asin(x) + Bcos(z) + C).

Varfor y = g + Y = Ypu + Upu + th = —1 + (2 = 2c08(2))8(x) + Asin(z) + B cos(z).

Ovningar.

1. Berdkna f(¢)0"(t — T'), da f(t) har kontinuerlig andraderivata.
2. Berakna

a) /00 (e +sint)d(t)dt, b) /00 [6(t —1) — 6(t+ 1)]e “tat,

o0 2
c) / {sinT +2€"}0(t — 7)dr, d) / e 28 (t)dt, a=+1,a = —1,

e) / e S'6(t — T)dt, f) / e *'§(t)dt, a -0, a— 0", a=0.
0 a
3. Los foljande differentialekvationer.
a)y =2t+46(t), y(1) =—1, b) y" =ti(t - 1T),
)y +ay=96(t-T), d) y'+2y=(t+2)6(t+3), y(-1)=1,

e) y' +y' =0(z) +6(z), f) y' —y =0d"(z).



Svar.

1. f(D)0"(t—=T) = 2f'(T)'(t — T) + f"(T)6(t — T).

2. Vi har att
a) 1, b) —2isin¢, ¢) sint + 2¢, d)0,a=1, 2, a= -1,
e) e’ daT >0, 0daT <0, odefinierad dd T'=0, f) 1, 0, resp. odefinierad.

3. Med A, B, och C konstanter

a) y=t>—3+0(t), b) y=Tt—-T)0(t—T)+ At + B,
o) y={C+0(t-T)}e""", d) y={e'+1-0(t+3)}e ",
e) y=A+ Be®+26(z), f) y= Ae®+ Be™® + 0(z)sinhz + 0(z).



