
���������
	���
������������������ ��� ��	��� !�"	���
����#�$���%�
&('*),+.-0/214365678+.9;:<5�->=
?@-"A�569B+.9;:<5DCFEHG�IKJMLONPLOQRG�NTSKU4VXW"Y[Z]\R^<U`_;a.\,Vb\dcReBfhgFQRGjilkRLOG�mXI]NnG#kRopLOqsrKt

cReufhg*vxwzy {h|} m~f�� y� {h|} m~f�� y��
�%� NPG#mhJsG�mXI$I]rPr
e � g c�eBf��2�%g�v�w�yM��{h|} m~fF���� ��{h|} m~fF��� � }>�b� e`�
g �ReufhgFt�v�f�cReBfhg*v�wzy���{h|} m�f�� yf ��{h|} m�f�� y��

−2 −1 0 1 2 3
−0.5

0

0.5

1

1.5

θ(t)

−2 −1 0 1 2 3
−0.5

0

0.5

1

1.5

θ(t−1)

−2 −1 0 1 2 3

0

1

2

r(t)

t

e`�"g ��eBfhgDv�����M� cReu��g� "� � }M�b� e;�"g[¡��¢¡Beufhg*v£cReBfhg �
¤ 56¥¦'¨§©G#Q �(ª |I]op«¬I.J­c.® {B¯ k�°0rPL } k�G�k­°]I]k¬J>LDNP°0mPL±JsI�G�k�°>opIdIskRIsoO²0rXLONP°(I ¯ rPrPmh² � ° {h|} m {B¯ kR°"rXL } kRG#mN }s³´� Ism } oOLp°(IµJ |IsmPQ�G�k¶L } opLO°]I·Lpk"rXG#mhJ]IsopoOG�m#¸

�



��� ->¥���-����l'
	�²>mh°]I]k0rP« ¯ oONPG�k��!eBfhg�v w�
 ��{h|} m�f�� e�� ��� gy�� {h|} m�f��� e�� ��� g ³ G�Q�I ³ «�opLOr ¯ QRG#k 
 °(Isk�NP°0mPL±JsI]NN }s³ ��eBfhgDv 
�� cReBf!���>g�� cReuf�� � g��

−1 0 1 2 3 4
−0.5

0

0.5

1

1.5

a b

A

f(t)

−2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
−0.5

0

0.5

1

1.5

−T T

φ(t)

t

��� ->¥���-���� '�� ��U�Y[Zs\�^,U;_;a¢\<Vb\ e;«"!I � LpoOQlIsk } J]Isk�g t$#FeBfhgDv %&(' �*) �+ {h|} m¨�n�-,�f�, y� � �+ {h|} m y ,�f.,��y {h|} m f/�� � �T� � �0� �°(Isk¶NP°0mPL±JsI]N N }
³21
eBfhg�v43 �*) f�65 � cReuf ) ��g!� cReBfhg7� ) 3 �$) f�85 � c�eBfhg!� cReuf!�2��g7�v 3 �*) f�65 c�eBf��2��g�� �(f� cReufhg!� 3 � � f�85 cReuf�� ��g&#5,+.-0/�=:9M+¢9;:<5<;�=¢-0/<-��[C�=?>¢Sh^<ZA@P\B� Y[Zs\R^<U`_Ba¢\,VX\C��eufhghc�eBf��2�%g ¯ «R« { ²>opoOG�m

eED�FHg � ��eBfhg�cReBf��2��gh 
f�v �(G eufhg!� G eu�%g7� c�eBf�� ��g )IHKJ
Q |Ism G eBfhg |Ism G#k©«�mPL ³ LOrPLOJ {B¯ kR°"rPL } k@rXLOopoL��eBfhg J }M�b� H |IsmT° } kRNhrXIsk"rK¸"M LpoOo GONMG ³ «<G�o

� eBf��2��gQP c�eBf!� ��gh 
fDv eBf��2�%gSROTVUW ) � cReuf��2��g )XH � WZY � � �
�



��� ->¥���-���� '
� �� � � c�eBf ) �"g�� �(f�c�eBf!� � g��p 
fFt�� � �� � ��eBfhg�cReBf ) �
gh 
f!� � �� �

1
eBfhg�cReuf!� � g� 
f

v�w �!eBfhgDv ��� G eBfhg�v f� U v ��� � G e[���"gDv �����
1
eufhg�v��(f � 	 eBfhgDv f �� � v � � 	 eB� � g�v 	 e � g�v � 


v��4euf ) �"ghc�eBf ) �"g�� euf � � � ghcReuf�� � g�
 � � � v��scRe��
g!� �
cRe � g!� c�e ) � g ) �scRe��H�"gDv � �
��� ->¥���-����6'

� cRe � �2fhg�$) f �  "f�v��(c�e��,gDv � � cRe[���,g�� v � � � cReuf�� � g�*) f �  
f�v �  "f�*) f � � � cReuf!� � g�*) f �  
f
v w ��eBfhgDv UU�T ��� � G eBfhgDv Ism � rbIsk�eufhg� v ��� G e � g�v£Ism � rbI]k�e � gDv�� 
 v Ism � rbIsk�eufhg�� � I]m � rXIsk�eufhg���!" � c�eBf!� � g )IH �

#$&% 569;56/B9R=0'
� ¸ FTLOrXI q
mXI { G#k@rXLpoOo {h|} o ª IskRQRG {B¯ kR°"rXL } kRG�mI"g �]cReBf�� � g � gn�]cRe � � fhg � g�f�cReuf�� � gQ�g f � cReufhg�� cReBf�� � g7� GKg(' � � cReBfhg { g f#euf ) � g � cReuf ) � g!� cRe`�(fhg�� ��M¸�) |} N {h|} o ª IskRQRG%Q�L+*,G�mPG#k"rXL I]opG�°"J]I]rPL } kRG#m�¸-,Hk"J |I]kRQdLOk0rPG�q
mPI]rXL } kRNhmPG�qsG�opk­eSD�F�gI"g�. ¡ v f�c�eBf�� � g � g(. ¡ ¡ v0/ f1/ � g2. ¡ ) . v0/ f1/�Q�g w �3�4. ¡ ) . v��3�<cRe5��� " g.8e � g�v£� �

) % 9R=0'
� ¸
�M¸H§©G#Q 
 ��6$� }>�b� H ° } kRNhrXIsk"rXG#m � I]mFJMLI"g�. v U� eBf � � � g�cReBf�� � g )XH � g2. v U7 f 7 c�eBfhg!� U8 f 7 ) 
 f ) 6� g�. v H ' � � ) �ReBf�� �*) ' � � g�cReBfhg!�2f�� � Q�g2. v��3� � U�9 � ) �7 e����;:3� � U�9 � ghcRe5��� " g

�



&.&('!&#¥��!3<�E;�14365678+.9;:<5�->=
��GjrXmXI]°0rXI���� @h^ �]\<U���Z��OSjVX\
	��.eufhg t v w U� y ,�f*,�
y f��� � y�� 
 � ��� NPG�m�J
G#mXI�I(rPr�	�� NPI]rXLONhilG#mXIsm

� ��M� 	��KeBfhg� "f�v � �
?@-"A�569B+.9;:<5DC��%_ @ ���bS���V�� U �]Y[Zs\R^<U;_;a¢\@QRGjilkRLOG�mXI]NHN }
³ 	MeBfhg�v£oOL ³

�����
	��KeBfhg �

−0.1 0 0.1 0.2

0

20

40

60

80

100

ε

1/ε

−0.1 0 0.1

0

20

40

60

80

100 δ(t)

−0.1 0 0.1

0

20

40

60

80

100 δ(t−T)

T

�%L � IsmTI]rPr e � g 	MeBfhgDv y�{h|} m�f��v y�� }M�b� e`�
g � ��M� 	MeBfhg� 
fDv � �
¤ 56¥¦'�	��KeBfhg�°(Isk }>� °>N !I � G�Nh°0mPLOJ]IsN ³ ¸ � ¸ I�¸! I ¯ NhN�® « ¯ opNhG�mhklI�	��.eufhgDv U�#" � � ' � � � 9 � � � � 
 Y y��

"



−0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6
−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2 δε(t)

t
−0.1 −0.05 0 0.05 0.1

0

20

40

60

80

100

−ε

1/ε

t

�¶9E���B7�:<=���: ;���-��B+ 9R14365678+.9;:<5�->=0C
e � � g�	 |Ism G#k ª |I ³ k {B¯ kR°"rXL } k t 	Me��TfhgDv 	�eufhg � 3 � 	�eu��� fhgDv 	MeBf�� ��g 5 �
e � �sg©����M� 	MeB��g� 
�@v cReBfhg � f��v y��
e ���
g 	MeBfhgDv   
f c�eBfhg � 3 v�oOL ³� ��� c�eBf ) 
sg!� cReufhg


 v�opL ³� ��� 	��KeBfhgDv 	�eufhg � NhG iRq ¯ mPG#k } J]Isk 5 �e � " g��0>O� � Z0V�@P_O\�W�VX\����eufhg 	MeBf��2�%g�v ��eB��g 	�euf!�2��g � � |Ism q } Q�r4² � °0opLOq�° } k"rXLOk ¯ G�mPoOLpq {B¯ k�°0rPL } k �
e�� " g
	 ��eufhg 	MeBfhgDv �!e y g 	�eufhg � e�� " g
	 { !IsN ¯ mµe�� " g }s³ � v y ¸e�� " g ¡ ��eufhg 	 ¡ euf!�2��g�v ��eu��g 	 ¡ euf�� ��g!�X� ¡ eB��g 	MeBf�� ��gj¸

e�� " g ¡ { !IsN ¯ m·e � " g�q
G�k }s³ QRG�mhLOJsG�mPLOkRqRt
� ��eufhg 	MeBf��2�%g7� ¡ v � ��eu��g 	MeBf��2�%g7� ¡�� � ¡ eufhg 	MeBf��2��g ) ��eufhg 	 ¡ eBf�� ��gDv ��eu��g 	 ¡ eBf��2��g �




�



��� ->¥���-�� ��'
� �U euf � ) �
g 	MeBfhg� "f�v��¢GjJsI]o ¯ G#mPLpk�q �%v�� �U ��	�eufhgh 
f�v y��
� �� U euf � ) �
g 	MeBfhg� "f�v��¢GjJsI]o ¯ G#mPLpk�q �%v � �� U ��	�eufhgh 
f�v�� �

§©G#k � �
�
eBf � ) �sg 	MeBfhgh 
f � I]mFJML LOk"rXG QRG#iRkRLpG#mXI]r�¸

� |IsmhG ³�} r |Ism
� �
���
euf � ) �
g 	MeBfhg� "f�v opL ³� ��� � � �� eBf � ) �
g 	�eufhgh 
fDv y

� �
���
euf � ) �
g 	MeBfhg� "f�v opL ³� ��� � � �� � eBf � ) �
g 	�eufhgh 
fDv£� ���� ->¥���-���� '

� �

�
	 ¡ eBfhgh 
f�v � 	�eufhg�� �� v 	Me � g!� 	�eE�>g*v y � y v y }s³ � �v y }>�b� � �v yM�

� ³ �$G#opoOG�m � v y J N !I |Ism Lpk"rPG�q
mPIsopG#k@Lpk"rXG QRGjilkRLpG#mXIsQ8¸��� ->¥���-���� '
� ��	� f � 	¢¡ueBf ) �"g� "f�v ��

� �<v � f � 	MeBf ) �"g7� � �	� � � ��	� �(f 	MeBf ) �"g� 
f�v y � � ��	� �Re[���
g 	MeBf ) �"gDv�� �


��� ->¥���-����6' ) |} NTQRL�*8G#mPG#k0rPL IsoOG�°"J]I]rXL } kRG#k t
. ¡ ¡ ) . v NPLpqsk�e��,g�� NPLOq
k e5�,g*v w � � ��� y� � Y y 
 v��sc�e��,g�� �

� #:V;�5�9;56/�CTE }
³$} q
G�k�o |} NPkRLOkRq&.��
tDo |} NPG#m(. ¡ ¡� ) .���v y N }s³´� IsmT°(IsmXI]°0rPG�mhLpNhrPLpNh°]I G#°0J]I]rPL } k�G�k
� � )¦� v y ¸���J>N � v���� }>�b� J>L � Ism�.��0e5�,g*v H U '���� ) H � ' � ��� � .��>e��,gDv 
 NhLpk�e5�,g ) 6 ��} N.e��,g
��k�«lI]mhrXLO° ¯ o |Ismho |} NhkRLpk�q . R N�J]IsmXIsk�QRG ³�} r � |} q
G�mhopG�Q�G#r2e`E�)6g@NPLOq
k e5�,g v �scRe5�,g � � � G�Nhr2!Ism©I.JN ¯ ³$³ Isk¬I.J�rhJ !I©«lIsm�rXLO° ¯ o |IsmPI�o |} NPk�LpkRq"I]m . R! 	" . R � N }
³ ¯ «R« { ²MoOopG#m�t . ¡ ¡R! ) . R! v � � mPG#NP«<G�°"rXL±J
G. ¡ ¡R � ) . R � v �]cRe��,g ¸ ��L � Ism%I]rPr . R! v ° } kRNhrXIsk"r v � � }M�b� . R � |Ism�IKJ { } m ³ G#k . R � v$#!e5�,ghc�e��,gj¸

�



D4kRN |I]rPrPkRLpkRq L . R � � NTG#°0J]I]rPL } k�q
G#m.0¡ ¡R � ) . R � vC3!#l¡Be��,g�cRe5�,g ) #�e��,g 	Me��,g 5 ¡ ) #�e��,g�cRe5�,g*v��scRe5�,g �3 # ¡ e��,g�cRe5�,g ) #�e y g 	�e5�,g 5 ¡ ) #�e5�,ghcRe5�,gDv��sc�e��,g �
#�¡ ¡Be��,g�cRe5�,g ) #l¡Be y g 	Me��,g ) #�e y g 	.¡ue5�,g ) #�e��,g�cRe��,gDv£�scRe5�,g
� e #l¡ ¡ ) #,g�cRe��,g ) #l¡Be y g 	Me��,g ) #�e y g 	.¡ue5�,gDv��scRe5�,g �D4QRG#k0rPLOilG#mPLOkRq�I.J�° } G�� � LOG�k"rXG#mHq
G#m

w # ¡ ¡ ) #@v£�
# ¡ e y gDv #!e y g�v y

) |} NPk�LpkRq
G#k |I]m #!e5�,g�v��%� � ��} NKe��,g ¸�e�,�kRN |I]rPr�� #!e5�,g�v 
 NPLOk e5�,g ) 6 ��} NKe��,g )IH gj¸
�*Ism {h|} m(. v . R ) .��%v . R  ) . R � ) .��%vz� �*) e`�%� � �#} N.e5�,gPg�cRe��,g ) 
 NPLOk�e��,g ) 6 �#} N¢e5�,g ¸
#$&% 569;56/B9R=0'
� ¸ ��G#m |Is°0klI8��eufhg 	 ¡ ¡ euf!�2��g J Q$!I6�!eBfhg � IsmT° } k"rXLpk ¯ G#mPoOLpq IskRQ�mXIsQRG#mPL±JsI(rbI�¸�M¸ ��G#m |Is°0klI�>g � ��M� e�' � � � ) NhLpkFfhg 	�eufhgh 
f � � g � ��M� � 	MeBf�� � g!� 	MeBf ) � g7� ' � ��� �  
f �

� g � ��M� �¢NPLOk � ) � '�� � 	�euf!�2�lgh 
� �  >g � �
�
' � � � 	 ¡ eufhgh 
f � � v ) � � � v�� � �

'¢g � �
�

' �
	 � 	�euf!�2��gh 
f � � g � �
�

' �
	 � 	MeBfhg� "f � ��� y � � �
� y T � � v y��
��¸�) |} N {h|} o ª IskRQRG%Q�L+*,G�mPG#k"rXL I]opG�°"J]I]rPL } kRG#m�¸I"g�. ¡ v��(f ) 	MeBfhg � .8e � g�v � � � � g2. ¡ ¡ v f 	MeBf��2��g �� g�. ¡ ) � . v 	�euf!�2��g � Q�g2. ¡ ) � . v eBf ) �sg 	MeBf ) �"g � .8e�� � g�v � JGKg�. ¡ ¡ ) . ¡ v£cRe��,g ) 	�e5�,g J { g2. ¡ ¡ � . v 	 ¡ ¡ e5�,gj¸

�



) % 9R=0'
� ¸ ��eB��g 	 ¡ ¡ eBf��2��g!� � � ¡ eB��g 	 ¡ euf!�2��g ) � ¡ ¡ eu�%g 	�euf!�¬�%g ��M¸���L � IsmTI]rhrI"g � � � g%�%� �"NPLpk�� J � gFNPLOkFf ) � ' � J Q�g y�� � v � � � � � v�� � �GKg2' �
	 + Q"!I � Y y J y Q$!I ��� y J } QRGjilkRLpG#mXIsQ¶Q"!I � v y J { g � �ny�� mhG�NP«8¸ } QRGjilkRLpG#mXIsQ8¸��¸H§©G#Q 
 ��6 J }M�b� H ° } kRNhrXIsk"rXG�mI"g . v f � � � ) c�eBfhg J � g . v �µeuf!� ��g�cReBf��2��g ) 
 f ) 6 J� g . v � H ) c�eBf��¬�%g��3' ��� + � ��� J Q�g . v��3'  ) � � cReuf ) �"g �3' � � � � 8 JGKg . v 
 ) 6 ' � � ) �<c�e��,g J { g . v 
 '�� ) 6 ' � � ) c�e��,g�NhLpk � � ) 	�e5�,gj¸

:


