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1. Bevisa med hjilp av rekurrenta formler att
a) fox Jo(s)J1(s)ds = % - %Jo(a:)2
Losning: Man har fran (5.13)
Ji = Jb,sa [ Jo(s)Ji(s)ds = — [ Jo(s)Jy(s)ds = —% [ (Jo(s)?)'ds =

—3(Jo(s)*)§

b) [y Ji(s)Ja(s)ds = % — %Jo(x)Q — Ji(z)2. Losning: Derivera ekvationen
som man vill bevisa. Man far J1Jo = —JoJ) — 2J1J]. Ersétter J) =
—Jll

JiJy = JoJy — 2J1J1,

delar med Jy, far Jo = Jy — 2J] — och det &r (5.18), for v = 1. S& &r
derivator i var formel lika ned varandra. I punkten x = 0 har vi 0 pa
vanster leden, och ocksé 0 p& hoget sida eftersom Jy(0) = 0, J;(0) = 0.

2. Hitta andragradpolynomen P(z) som minimerar f_ll |sin x+1—P(z)|?|z|dx.
Losningen. Andragradpolynom P har formen P(z) = ax?® + bx + c. For
att anvinda approximationssatsen, maste man framstilla polynom som
kombination av ortogonala funktioner m.a.péd skaldrprodukten med vikt
w(z) = |z|. Funktioner fo = 1 och f; = x &r redan ortogonala. Funk-
tionen 22 &r ortogonal med f; men inte ortogonal med fo. Sa sdker vi
en kombination fo = 22 — kfy, sd att < fo, fo >= 0. Vi beriknar:
< z? fo >= fil 22|z|dz = 1/2, < fo, fo >= fil |z|dz = 1, s& har ekva-
tionen < 2% — kfy, fo >= 0 Iésningen k =< 22, fo > / < fo, fo >= 1/2,
fo=22—-1/2
Nu soker vi Fourierkoefficienter for funktionen F'(z) = sin(z) med avseende
pa ortogonala systemet fo, f1, fo. S& har vi < F, fy >= f_ll(sinx +

D]zlde = 1, < F, f1 >= fil(sinx + 1)z|z|de = 2 + 2sinl — 4cos1,
< F, fo >= f_ll(sinx—l— 1)(2% —1/2)|x|dx = 0. Bésta approximationen ges
av polynomen ) < F| f; > ﬁ som &r lika med

J

z/||z||?(2+2sin1—4cos 1)+1/|[1]|>. Till slut beréiknar vi normer, ||z||*> =
[ 2?|z|de = 1/2, |[1]]> = 1. Svaret: P(z) = 2(2+ 2sin1 —4cos 1)z + 1.

3. Hitta harmoniska funktionen w(z,y) i 6vre halvplanet som satisfierar
randvillkoren u(z,0) = 1,0 < z < 4, u(z,0) = 0,2 > 4 uy(z,0) =
0,z <0.

Losningen: Vi gor konforma avbildningen av vart problem till problemet
i en kvadrant vilket vi vet hur att 16sa. Vi betecknar, som vanligt,
z = = + iy och gor konforma avbildningen w = & 4+ in = F(z) = 23,
Ovre halvplanet avbildas vid den avbildningen till den forsta kvadranten,
halvaxeln x > 0 avbildas till reella halvaxeln & > 0, halvaxeln =z < 0
avbildas till den imagindra halvaxeln n > 0. I nytt omrade, for den
nya funktionen v(w) = v(&,n) har vi ekvationen Av = 0 i kvadranten
¢ =0,n7=0, med gransvillkoren v(£,0) = 1,0 < £ < 2, v(£,0) =0,& > 2,
ve(0,m) = 0, > 0. For att 16sa det sista problemet, fortsitter vi funktio-
nen v som en jamn funktion till hela 6vre halvplanet (som i problem 4.4.4
V.g.V.
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i Fishers bok). Den utvigdade funktion ska satisfiera Laplaceekvationen i
halvplanet n > 0, med gréansvillkoret v(£,0) =1,-1 < ¢ <1, v(£0) =0
utanfor (—1,1). Funktionen v hittar med hjilp av Poissonformeln

1 n [
U(§777)W/oov(t70)(§_t)2+772dt/1 (5—t)2+772dt.

Den sista integralen beriiknar vi med hjilp av variabelbyte 7 = n~1(t—¢),
dt = ndr,

a=9

v(&,n) = %/1_1 72{1— 1d7‘ = %(arctan(l ; éh) - arctan(_ln_ €))

n

Funktionen u(z) = u(x,y) hittar vi med regeln u(z) = v(F(z)). For att
géra det, hittar man &, 7 fran ekvationen (z + iy)'/2 = (€ + in), eller
(z +iy) = (£ +1in)? = €2 — n? + 2ién. Vi I6ser systemet &2 — n? = ,
2én =y, och vi &r intresserade av losningar for vilka &,7 > 0. Losningen

/2 2 /2 2 _
av systemet ger: & = 1/ W, n =1 W Vi sétter det i

uttrycket for w:

1— Vri+yZtx 1_ Vr2+yZtax
2 — arctan 2

/$2+y2—.73 ’a:2+y2—:1:
2 2

1
u(z,y) = = arctan

4. Funktionen f(f) &r 2r-periodisk, och f(0) = cos6, % < 0 < 3T och f(0) =
0for 0 < 0 < 5 och 37” < 0 < 2m. Utveckla f i komplex Fourierserie.
Bestdm sedan en 2m-periodisk 16sning till ekvationen

y'+3y=f.
Losning:
1 3m/2 )
Cp = — cosxe "™dx
2w 7r/2
1 [37/2 A A
_ o (em + e—zaz)e—mxdx
T Jr/2
1 3n/2 )
_ Z (ez(l—n)z + 6(—1—n)zz)d$
T Jr/2
1 3m/2 ke
= 4—(In_1 + In+1),fk = e dzx.
™ w/2

Vi berédcknar [ separat. Vi har Iy = w. For k # 0,

N — —ikx\3T/2 v, T —km
Iy = (—ik) " Ye )W/é :E(e 8km/2 _ g=km).



LastPage
, sid. 3 av iZI

TMA132 Fourieranalys F2/Kf2, 5 poing, LOSNIGAR, 2004-03-06

For jamna k har vi I = 0. For udda k = 2] + 1,

5 :_ - (e—z(37rl+37r/2) _ e—z(wl-i—vr/?)) _ 2li - (_1)l'

Vi kommer till uttryck f6r ¢,. For n udda n # 1,n # —1, dr bade n — 1
och n 4+ 1 jamna och icke-noll, sa blir C,, = 0. For n = 1,—1 har vi
Cl = C_1 = ﬁ[o =1.

Iy =

For n jimna, n = 21,

1 1,2 ! 2 -1
col = E(IZH-I + Iog-1)41) = (2l—+1(_1) + ﬁ(_l) ) @

T 4r
1 o1 1. 1 (=1
- 277( 1)(21—1 21+1)_ Td4l2 -1 (2)

for att 16sa ekvationen, soker vi y(z) som en Fourierserie, y(z) = 3. y,e*
och sétter in i differentialekvationen. Vi kommer till en serie av ekvationer
for yy:
_n2yn + 3Yn = Cn,
eller
Cn
3—n?

Yn =

5. Funktionen f(§) definieras som f(§) = f_ll(l — |z|)?/3e~ "¢ dx. Berikna
J7o € F(€)%de.
Losning: Betecknar h(z) = (1 — |z)?/3, |z < 1, h(z) = 0, |z| > 1. Da har
vi f = h. Eftersom funktionen h &r jimn, s& [ h(z)sin(z€)dx = 0 och

dirfor ar f(€) reellt, £(€) = |f(€)|. Enligt derivataregeln, i& f(€) = h/(€).
Sétter in i integral:

/_OO E1(€)%de = [|ELOIP = [l (©)II° = I (E)II? = (Parceval) = 2n||H' ()] [*.

Den sista normen beréknar vi direkt. #'(z) = %(z + 1)*%)55 <0, W (z) =
—2(1—a)"5,2 >0, darfor [ |/ (z)]? = 4.

8

Svar: S

6. Los problemet

Uge = 2U + U, O<z<1,t>0
u(0,t) =0,u(1,t) =1 wu(z,0) ==

Losning:

Forst behdver man ett forberedelsesteg, eftersom vi har ett ohomogent
gransvillkor, u(1,t) = 1. S& soker vi en enkel funktion ug som satisfierar
gransvillkoren u((0,%) = 0,up(1,¢) = 1. Man kan ta en linjar funktion
up(x,t) = x och soka losningen i formen u(x,t) = ug(z,t) +v(x,t). Sétter
det in i ekvationen och grénsvillkoren och kommer till

V.g.V.
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Upe = 20 + U + , O<z<1,t>0
v(0,t) =0,v(1,t) =1 wv(z,0)=0

Soker elementéra losningar i formen
v(z,t) = X(x)T(t)
, satter in i homogena ekvationen:

X'"T =2XT + XT.

Delar variabler, XTH —1= 2TT/ = —\. For X far Sturm-Liouville problem
X" —X = =)2X,X(0) = X(1) = 0. Allména l6sningen har formen
X(z) = Asin(VA — 1z) + Bcos(v/ A — 1z). Sétter in i gransvillkoren, far
B=0,sin(vVA-1)=0VA-1=m, A=\, =7n’+1,X =X, =
sinmnz,n = 1,2,.... Nu soker vi 16sningen till partiella diffekvationen i
formen av serie

o
v(x,t) = Z T, (t) sin mnz.
n=1
Sétter in i ekvationen:
Z(—(Wn)Q)Tn(t) sin mnx = 2 Z T, (t) sin mnz + Z T,(t)sinmnz + x.

Multiplicera den sista ekvationen med sin(mwkz) och integrera. Endast
termen med n = k Overlever, och vi far
1

1 1
5(—(7?1{:)2)Tk(t) =T (t) + §Tk(t) + / xsin(mkx)dz.
0
Den sista integralen &r lika med % S& for Ty (t) kommer vi till
ekvationen .
1 —1
T = —5(7rk:)2 +1)T} — %

Begynnelsevillkoret for T}, far vi fran Begynnelsevillkoret for v, dvs Ty (0).
Vi l6ser ekvationen for Ty ( det ar en separabel ekkvation) och far
2(_1)k+1

— (L (mk)241))t
m(l_e (z(mk)*+1))t)

Ty (t) =

Svar:

2(—1)k+1 (L (g2 _
u(z,t) = Z M(l — e~ QRN gin (kra).

7. a) Huvudide av FFT

b) Definition och exempel pé reguljira och singuljira Sturm-Liouville
problem

8. Definiera vad som menas med derivatan av en distribution. Motivera
definitionen. Visa att 8’ = ¢ dér 6 dr Heavisides stegfunktion.

Varje uppgift kan ge max. 8 p. Skrivningen berdknas fardigréttas fredagen,
12. mars.
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