Losningar, TMA132 Fourieranalys F2/Kf2, 5 poing; 2003—03—08
1. Anvind Laguerre polynom som é&r ortogonal pa (0,00) m.a.p. viktfunktionen w(z) = ze™™.

Integralen blir minimal om P(z) = 2721:0 CRLS)(LE), dir LYY (z) = %d‘i—nn( 1+”e_“”) och C, ar

Fourierkoefficienter av e™” i basen {lel)(w)} med ||L$ll)|\2 = F(”’;!Hl) F(’::,FZ) (":!1)! =(n+1):

1 o _ 1 ©  xle® 4" _ _
Cn = /0 e “L{ (z)ze " dz = n+1/0 e ” oy d:v—"<$1+ne w)xe T dx

n+1
1 oo —T dr 1+n —T
= — — ={P.L
n!(n+1)/0 e o (:1: )dx {P.I. n ganger}
(1)
1 (e}
= CE] / rite 2 dg = {s = 22}
n

I(n+2) 1

_ 1 * 1+n_—s _
C(n+ 1)'2””/0 se = (n+1)12n+2 — gn+2

Observera att Lgl)(x) =1, Lgl) () =2 —z, och Lgl) (z) = 2(6 — 6z + ). Alltsa vi har att
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2. Funktionen h,(t) = #22¢ har Fouriertransformen
7 _ 1, |w| <a,
ha(w) = { 0, lw| > a. (3)
Vi har #(w) enligt figuren:
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Enligt Plancherel har vi att
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Med a= /= blir grafen av f(«):
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3. Vi har den tidsberoende konvektion-diffusion ekvationen:

Ugy + CUy = Uy, —o00 < x < 00, t>0,
u(z,0) = xa(z), —00 <z < 00,

dér bygynnelsedatan x,(z) har Fouriertransformen:
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Alternativ I. Med Fourier inversionsformel (i z-led) har vi:

u(z,t) = L /Oo a(€,t)e' de.
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Inséttning i differentialekvationen ger att

{(—€2+z’c§)ﬂ:at, t>0, ¢€R
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Vi har att F, ! [6_52"’] = 1 _e 4, t > 0. Faltningssatsen ger d&
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Med ¢ € R, och translation far vi:
sin a¢ 1 v
; 4t
Svar: u(z,t) = F, " [2—6_52’56“5’5] = — e ds.
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Alternativ II. Satt u(z,t) = v(z + ct,t). Da fas
Vpr = Vt, —x <z < o0, t>0,
v(z,0) = xo(z), —00 <z < 00.
Samma kalkyler som ovan (med ¢ = 0) ger
(6, 1) = 220 7,
Som har invers transformen: e
1 Vit
v(z,t) = —/ " e ds
T Jz=a
VT
Alltsé vi har igen
1R
Svar:  u(z,t) = —/ e ds
Vi xz+ct—a
Vet



4. wy = 1/z avbildar det aktuella snittet D till omradet D; mellan enhetscirkeln |wq| < 1 och
cirkeln |w; —1/2| < 1/2. Sedan avbildar w = i’l"igi, D till bandet mellan reella-axeln och v = 3i.
Den sammansatta avbildningen w avbildar randerna |z| = 1 och |z — 3/2| = 1/2 pa reella-axeln: u,
respektive v = 37 i w-planet.
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Alltsé har vi féljande potential problem i w-planet:
Ay =0, for (u,v) € R x (0,3),
P(u,0) =P, ¢P(u,3) =P, for ueR

Funktionen 9(u,v) = Py + (P, — Py)% satisfierar bada differentialekvation och radndata. Sitt w; =
%1 + tv1. D& har vi

d4ur +ivy (4w +iv)) (1 —uyp +dv1) 1 —u? —v? —i20
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Dvs potential problemet i wi-planet har 16sningen

P—-P  1-—u?—-1? 1 — (u? 4 v?)
\Il :P . = .
(w,01) = P + 3 1—u)2+v? 1+ (u?+0?)—2u
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Vidare galler for wy = 1/z, up +ivy = T = T 2+y2, dvs u; = g V1 = 2+y2 och
u? +v? = W Alltsa 16sningen &r
1
P, —P 1= oo P,—P z?4+y*-1

Svar: ¢(z,y) = P + =P +

3 1+ 2+22+y 3 2+ y2+3

Anm: Alternativt kunde vi direkt avbilda D till bandet D5 i w-planet, genom att avbilda z = 1 pa
w=00,....

5. D4 E # 0 har vi inhomogenitet. Ansétt u(z,t) = S(z) +v(z,t) och vilj S(z) s& att den satisfierar
bada differetialekvationen och randvillkoren:

S"(z) =0, S(0)=E, S'(1)+2S(1)=0.
Vi far S(z) = E(1 — 3z). D4 har vi
u(z,t) = E(1 — ga:) + v(x,t).

Insdttning i u:s problem ger v:problemet:

vmzc%vtt, t >0, 0<z<l,
v(0,t) =0, vp(1,t) + 20(1,t) =0, t>0,
v(z,0) = E(3z — 1), wv(z,0) =0, 0<z<l.

Ansiétt v(z,t) = X (z)T(t) #0. Vi far
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"
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Vi far foljande egenvirdesproblem for X (z):
X"(z) = \X(z), X(0)=0, X'(1)+2X(1)=0.

Sitt A = —a? fas X(z) = Asin az + Bcos ar. X(0) = 0,— B =0, och X'(1) +2X(1) =0 =
Aacos o+ 2Asin o = 0. Detta ar uppfyllt med A # 0 om och endast om

tana = —a/2.
Denna ekvation har odndlig manga positiva rotter a,,,

ap <ax<az<...,



som svarar mot skirningspunkter mellan kurvan y = tan«, a > 0 och linjen y = —a/2. Egenlsning
till egenvaderproblemet for X &r nu

Xn(z) = sinanz, n=123,....
Tillhorande tidsfunktioner satisfierar differentialekvationen:
T)(t) = —cQaiTn (1),

med allménna losningen
T, (t) = A, cos ayct + By, sinay,ct.

Superposition ger

o0
v(z,t) = Z [An cos ay,ct + By, sin anct] sin a, .
n=1
Villkoret v(z,0) = 0 = B,, = 0 medan
2 o
v(z,0) = E(gx -1)= ;An sinapz, 0<z <1

Egenfunkyionerna sina,z, n = 1,2,... bildar ett fullsténdigt ortogonalsystem i intervallet (0, 1) och
A, ar Fourierkoefficienter

1t 2
A, = ﬁn/o [E(ga: —1)]sinapz dz,

med normaliseringsfaktorer

1
1
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Déarmed (med A, enligt ovan) har vi 16sningen:

2 - .
Svar:  u(z,t) = E(1 — gx) + Z Ay, cos ap et sin g, .

n=1
6. Vi har randvéirdesproblemet:
Puplowy 18w Pu_pg  0<r<a, -7<<m 0<z<b,
u(a,8,z) =0, -7 <0<, 0<2z<bh,
u(r,0,b) =0, 0<r<a -nw<6<m,
u(r,6,0) = f(r,0), 0<r<a, -m<f<m

dér f(a,0) = 0, —7 < @ < 7. Variabelseparationen u(r,6,z) = R(r)©(0)Z(z) # 0 ger foljande
differential ekvationer for R, © och Z:

r?R"+rR — (r’X + u)R = 0,
0"+ u0 =0,
Z"+XZ = 0.



Hér &r © ekvationen 27 periodisk och har 16sningsformen:
O() = Acosnb + Bsinnd, for p=n? n=0,1,2 ...,
medan ekvationen for Z &r
Z(z) = CsinhB(b—2), for A=—-B% g>0.

Nu for varje n dr ekvationen for R en Bessels differentialekvation av ordning n. Detta, med randvillkor
(och A = —f?), ger att R &r av formen

Rn(r) = DJn(Br),
dér J, dr Bessel funktion av forsta slaget. Randvillkoret u(a,f,z) =0 = R(a) = 0. Dvs
Jn(Ba) = 0.

Darfor, for varje n, om 0 < ap1 < apa < -+ < Qp < --- dr nollstéllerna av Jy, s& r Bpm = anm/a.
Detta ger att
R, (r) = DJp(anmr/a).

Med supperposition fas
= QT apm (b — 2)
Svar: u(r,0,z) = Z Z Jn (%) (@pan €08 B + by sinnd) sinh (L>,

a
n=0m=1

d&r anm och by, dr konstanter. Slutligen genom att anvénda randvillkoren och dubbla ortogonal sys-
tem involverande bade Bessels funktioner och trigonometriska funktioner far vi fram koefficienterna:

1 a 2 ComT
Gom = 3 sinh(aomb/a)[Jl(aOm)]Q/o /0 f(T,G)Jo( a )TdeO,

for m=1,2,3,... och forn,m =1,2,3,..., fas

Onm = ma? Sinh(anmbﬁa)[t]n+l (anm)]2 foa 0271- f(r’ 0) Jn (anm,") COS(nO) " dr de,

a
bnm = 7a2 sinh(anmb/ZCL)[Jn+1(anm)]2 foa 027T f(T', 9) Jn (Ozn(;nr) Sin(n@) rdr db.
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