LOSNINGAR
OPTIONER OCH MATEMATIK (CTH[T M A155),GU[M AM690])

Skrivningsdag: 25 jan 2003 fm
Lokal: V
Hjdlpmedel: Beta

1.[3p] (Dominansprincipen). Antag 0 < K < L. Ett aktiederivat av europeisk
typ utbetalar slutdagen T beloppet

Y

I

0, om K <S(T)<L

S(T)—L, om S(T)> L
{ K — S(T), om S(T) < K.

Bilda en portfolj bestaende av aktier, obligationer och aktieképoptioner
av europeisk typ sa att derivatets och portféljens virden ar lika vid varje
tidpunkt ¢t < T.

Losning: Det géller att Y = (S(T) — L)t + (K — S(T))" = (S(T) — L) +
K —S(T)+ (S(T) — K)*. Om en portfolj A bestar av 1 aktiekopoption av
europeisk typ med l6senpris L och slutdag T, K/B(T) obligationer, -1 aktie
och 1 aktiekopoption av europeisk typ med l6senpris K och slutdag 7', sa ar
VA(T) =y (T). Dominansprincipen ger nu att V4(t) = Iy (¢), t < T.

2.]3p| Berékna

Losning: Det giller att
B[+ W+ 0] =t {18 [+ B[ne ).

Har ar
E [e‘w(t)] = ek,

Vidare giller att



Héarav foljer att

E[(t+W()e VW] =0+ SVAR

3.[3p| Funktionen f(z), z > 0 och &r konvex. Visa att
f(.’L‘l + .’132) + f(.’132 + 373) < f(ﬂ?g) + f(ﬂ?l + x2 + .’173)

for alla x1, x9, 23 > 0.

Losning: Antag 6, A € 0,1 definieras av ekvationerna
1+ To = 01‘2 + (1 — 0)(.’171 + 29 +.’E3)

och
To + XT3 = )\.IQ + (1 - )\)(.Tl + ZTo + .Tg).

Konvexiteten for f(x) ger att

flzy +20) <Of(x2) + (1 —0) f(x1 + 22 + T3)

och
flza+23) < Af(w2) + (1= A) f(21 + 72 + 73).

Genom addition av dessa olikheter foljer att
f(z1+ 22) + (22 + 23)

SO+ N f(@2) + (2= 0+ ) f (21 + 22 + 33).
Det aterstar darfor endast att visa att 6 + A = 1, vilket foljer av att

P —:

T + I3
och .
A= ——

.’L‘1+$3



4.13p| (Black-Scholes modell) Ett aktiederivat av europeisk typ utbetalar
slutdagen T beloppet S(T)—[S(T)], dar [S(T)] betecknar det storsta heltalet
< S(T). Bestam derivatets virde vid tiden ¢ < 7.

Losning: Sitt f(z) =2z om 0 < z < 1 och f(z) = 0 for 6vriga reella tal z.
Det géller att

Y =S(T) - [S(T)] =3 f(S(T) —n).
n=0
Vidare géller for fixt n € N och s > 0 att
Fls=n) = (s —n)* — (s = 1= 1)" — Lpssa(5)

Ett aktiederivat av europeisk typ som utbetalar beloppet f(S(7) —n) slutda-
gen T har vid tiden ¢t < T priset

c(t,S(t),n; T)—c(t, S(t),n+1;T)—e "™ /_o:o 1[n+17w[(5(t)e(r%)r—aﬁx)e_g\;l;_ﬁ
= et S(0), 15 T) — cft, S(t), 0+ 1;T) = 7B~ it ;f\(/;— ”2—2)7)
dir 7 = T — t. Harav foljer att IIy-(¢) ar lika med
:O {c(t, S),mT) —ct, S{t),n+1;T) — e " d( 1 % :\(/;— ";)7)}
=S{t)—e " i <I>(lIl it Ul %2)7) + SVAR

n=0 J\/F
5.[1p + 3p] a) Definiera binomialmodellen med en period. b) Formulera och

bevisa nodvindiga och tillrackliga villkor for att modellen skall vara arbi-
tragefri.

6.[3p] (Dominansprincipen) Visa att det inte dr optimalt att 16sa in en ak-
tiekdpoption av amerikansk typ fore slutdagen (da aktien ej ger utdelning).



7.]4p] Antag 0 < t; < ... < t, och att Ay, ..., A, &r delintervall av R. Visa att

P[W(t) € Ay, ..., W(t,) € A,]

Z (@p—2p—1)2
k=1 2tp—tp_1) dx;..

dx,

B 1
N /Al /An (27)%\/1_[2:1(tk - tkfl)

déir to = 0 och g = 0.



