LOSNINGAR
OPTIONER OCH MATEMATIK (CTH[T M A155),GU[M AM690])

Skrivningsdag: 30 maj 2003 fm
Lokal: v
Hjilpmedel: Beta

1.[2p + 1p] (Bachelier-Samuelsons modell) Antag 7' > 1. a) Berékna sanno-
likheten for hiandelsen S(7°) > S(T" — 1). b) Under vilka villkor pa parame-
trarna dr denna sannolikhet en stréngt vixande funktion av volatiliteten?

Losning: a) Det géller att
S(t) = S(0)ex*tW®
och det foljer att
P[S(T)>S(T-1)]=P [eaT+aW(T) > ea(T—l)—}-gW(T_l)]

—p [W(T) _W(T=1)> —%] —3(%).

(2

b) Funktionen ®(2) 4r en stringt vixande funktion av volatiliteten o > 0
om och endast om o < 0.

2.[3p] (Dominansprincipen). Antag 0 < K < L. Ett aktiederivat av europeisk
typ utbetalar slutdagen T beloppet
Y =min(K,| S(T)— L |).

Bestdm en portfolj bestaende av aktiekopoptioner och aktiesdljoptioner av
europeisk typ sa att derivatets och portfoljens priser ar lika vid varje tidpunkt
t<T.

Losning: Det giller att
Y=(ST)-L)" - (S(T)-L-K)*+(L-S(T))"—(L-K-S(T))*.



Om en portfolj A bestar av 1 aktiekopoption av europeisk typ med 16senpris
L och slutdag 7', -1 aktiekopoption av europeisk typ med l6senpris L+ K och
slutdag T, 1 aktieséiljoption av europeisk typ med l6senpris L och slutdag T
och -1 aktiesiljoption av europeisk typ med losenpris L — K och slutdag T
sa ar V4(T) = Iy (T'). Dominansprincipen ger nu att V4 (t) = Iy (¢), t < T.

3.[3p] Antag G € N(0,1) och o € R, dér v # 0. Bestam korrelationen p(«)
mellan de stokastiska variablerna e®“ och e“. Berikna #ven grinsvirdena

lim p(a) och lim p(a).

a—+00 a——00

Losning: Det giller att E [eO‘G] — ¢ och det foljer att
Cov(e®“ e) = E [e“GeG} -F [eo‘G] E [eG]

(a+1)? a?41 aZ+1
—e 2 —e 2 =g 2 (eo‘—l)

och
Var(e"‘G) — E [ezaa] _ E? [eaG] _ €2a2 — e

Héarav foljer att

— «— SVAR
Vie—1@e ~1)
Alltsa ar ) )
T —e T

pla) =

Vie—1(—e)

och de aktuella grinsvirdena ar bada lika med 0+ SV AR



4.12p + 1p] (Black-Scholes modell) a) Antag 0 < T, < T. Ett aktiederivat
av europeisk typ utbetalar beloppet 1 slutdagen 7" om S(T') > S(Tp) och i
annat fall sker ingen utbetalning. Beridkna derivates pris vid en godtycklig
tidpunkt ¢ € [0,T[. b) Fordndras derivates pris om aktien utdelar ett fixt
belopp D vid tiden t, € ]0, Tp[?

Losning: a) Lat II(¢) beteckna derivatets pris vid tiden ¢ och definiera s =
S(t) och =T —t. Om Ty <t < T ar S(Tp) kind vid tiden ¢ och vi far

o2
H(t) —e ™ E [g(se(T’T)T+UW(T))

dar g = 1y5(1y),00[- Harav foljer att

o2 x> de
I1(¢ :e_”/ 1 ol (5eT=T)TmOVTEY =5
(%) " Liseol( ) o

Speciellt blir
1 o?
I1(Tp) = e_T(T_TO)(I)(;(r — 7),/T —Ty)

ett uttryck som ar kint fore tiden 7. Om t < Tj foljer nu att

1(¢)

1 2 1 2
= e*T(TO*t)e*T(T*TO)é(;(r—%)\/T ~T,) = e*”@(;(r—%)\/T —T,) + SVAR

b) Derivatet har samma pris som i del a) efter att utdelningen franskiljts
aktien (dvs med vara konventioner for ¢, < ¢ < T). Derivatet har dven
samma, pris som i del a) fore utdelningen franskiljts aktien eftersom derivatets
pris vid tiden 7Tj ar oberoende av aktieprisprocessen. Denna slutsats foljer
ocksa av den allménna optionsteorin for utdelande aktier i Black-Scholes
modell. Lat ndmligen

2

F(s) = e @D Ly — TWT=T), 5 >0

o



Om t < t, sa kan vi se vart finansiella derivat som ett europeiskt derivat med
slutdagen Ty och utbetalninggsfunktionen f och det foljer att

() = e @I E | £((s - Der(t—t*))e(r—%)(To—t)—l—aW(To—t))]

2

1
= (T =r(T=T0) (= (y — %),/T —Tp) « SVAR

o

5.]1p+ 2p] a) Antag X € N(a,0?). Ange den karakteristiska funktionen
cx(€)- b) Antag att X € N(ag,02), k=0,1, dir Xy och X ir stokastiskt
oberoende. Visa att Xy + X1 € N(ag + ay, 03 + 03).

6.[3p + 1p| (Dominansprincipen) a) Visa att det ej dr optimalt att 16sa in en
aktiekopoption av amerikansk typ fore slutdagen da aktien ej ger utdelning.
b) Géller samma slutsats for en aktiesiljoption av amerikansk typ? Ange
endast svar.

7.]4p] Harled under lampliga forutsittningar, som noggrant anges, en pris-
formel for optionen att fa byta en aktie mot en annan aktie vid en bestdmd
tidpunkt 7.



