LOSNINGAR
OPTIONER OCH MATEMATIK (CTH[T M A155],GU[M AM690])

Skrivningsdag: 24 maj 2004 fm
Varje uppgift ger maximalt 3 poing.

1. (Binomialmodellen med 7" = 2, u = —d > r > 0) Ett aktiederivat av
europeisk typ utbetalar beloppet

Y = max S(n) — S(2)

n=0,1,2
slutdagen T' = 2. a) Beriikna derivatets pris vid tiden 0. b) Lat h = (hg(t), hp(t))Z,

vara en sjélvfinansierande strategi som replikerar Y dvs uppfyller V;,(2) =Y.
Bestém hg(0).

Losning: a) Satt S(0) = s och
S(t+1) = S(t)e*+, t=0,1.

Lat v(t) beteckna derivatets pris vid tiden ¢. Vi har

U(2)|X1—u Xo=u 562u - Se2u = O
v<2)\X1—u Xo=d == Seu — S
U(2)\X1=d,X2:u = s—s=0
U(2)|X1:d,X2:d = §—ge
och definieras
er—e
qu = “ “u 1-— qd
ev —e
blir
v(1)ixi=e = € (g0 + qas(e” — 1)) = ggse " (e" — 1)
v(D)ix,=a = € "(qu0+ qas(l —e™") = ggse (1 —e™").
Alltsa ar

v(0) = e ¥ 5(quqa(e” — 1) + ¢3(1 — e ™)) «— SVAR



b) Kom ihag att ~(0) = h(1). Ekvationerna

hs(0)se" 4+ hp(0)B(0)e" = gqqse " (e* —1)
hs(0)se™ + hp(0)B(0)e" = gqgse (1 —e %)

ger
1 T(e® — 1) — (1 — —2u
hot0) = e mae o
S e” —e
u_9 —2u
= qde_’"e e — SVAR
e —e

2. Lat (W(t))¢>0 vara en normaliserad Wienerprocess i tidsintervallet [0, 1].
Satt U(t) = W(t)—tW(1),0 <t < 1. a) Beritkna Cov(U(s),U(t)), 0 < s,t <
1. b) Visa att processen X(t) = (14 t)U(57), t > 0, &r en normaliserad
Wienerprocess.

Losning: a) Det giiller att E[U(t)] =0. Om 0 < s,t < 1 foljer att
Cov(U(s),U(t)) = E[U(s)U(8)] = E[(W(s) — sW(1))(W(t) — tW(1))]
= E[W(s)W(t)] — tE[W ()W (1)] = sE[W (L)W (1)] + stE [W(1)]

= min(s,t) —ts — st + st = min(s,t) — st — SVAR

b) Det giller att X(t), ¢ > 0, dr en Gaussprocess och F[X(t)] = 0. Om
0 <s<t<1 foljer att

Cov(X(s), X (1)) = B [X(s)X (¢)

S t S t
= (1 1+¢ i —
(L+s)(1+ ){mln(s+1’t+1) s+1t+1}

s
= (1 1+¢t)—— — st =s.
(+s)(+)8+1 st=s

Alltsa giller att Cov(X (s), X(t)) = min(s,t), 0 <s,t <1« SVAR



3. (Black-Scholes modell for utdelande aktie) Antag a € |—1,00[, D €
0,5(0)[ och T' > 0 #r konstanter och definiera

RT) = 5] L

Ett derivat av europeisk typ utbetalar slutdagen 7" beloppet

v — 1, om R(T) < a
| 0, om R(T) > a.

Berikna derivatets pris vid tiden 0 da aktien delar ut beloppet D vid tiden
L (fallet D = 0 ger 1.5 po#ing).

Losning: Sétt s = S(0) och

Det géller att

S(T
Y =h(a—R(T)) = h(a+1- (S )).
Alltsa ar
My (0) = B |h(a+ 1 =2 <r“—§>T+oW<T>)]
S
— TP [ a+1 > e(r—”—;)T-‘rUW(T)
1—s"1De "1
1 a+1 2
=e TP |=41 ——(r—=)T}>W(T
‘ o Y r ) @)
1 1 2
— T {m (a+DSO) (. _ —)T}) — SVAR
ovVT | 5(0) — De "3
4. Visa att

S(t) —c(t,S(t), K;T) = Ke " T=Y —p(t,S(t), K;T) omt <T



genom att definiera limpliga portfoljer och dérefter utnyttja dominansprincipen.

5. Hirled under lampliga forutsédttningar, som noggrant anges, en prisformel
for optionen att fa byta en aktie mot en annan aktie vid en bestdmd tidpunkt
T.



